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Capitulo 4

Funciones reales de una variable real

4.1 Introduccién

En muchos contextos cientificos es necesario describir la forma en que una magnitud depende

de otra. Una manera sistemdtica de hacerlo es mediante el concepto de funcidn.

Historicamente, la idea de funcion surgié en el siglo XVII al estudiar relaciones entre cantidades
variables en fisica y geometria. Por ejemplo, Galileo describia la posicién de un cuerpo en
movimiento como dependiente del tiempo. Leibniz introdujo el término funcion a finales del
siglo XVII, y Euler contribuyé a desarrollar el concepto en el siglo XVIII. La definicién moderna

como correspondencia entre conjuntos se precisé posteriormente.

-

Galileo y la descripcién matematica del movimiento.

A comienzos del siglo XVII, la observacion, la experimentacién y las matemédticas
adquirieron un papel cada vez mayor en el estudio de la naturaleza. Ya existian tradi-
ciones de estudio cuantitativo, como la astronomia y la mecénica, pero Galileo Galilei
(Pisa 1564 — Arcetri 1642) contribuyé decisivamente a describir el movimiento midiendo
magnitudes y relacionandolas mediante leyes mateméaticas. Uno de los descubrimientos
maés sorprendentes de la época fue la Ley de la Gravitacion Universal de Newton, que
mostré que fenémenos tan aparentemente distintos como el movimiento de los planetas
v la caida de las hojas de los arboles obedecian a una misma ley.

La caida de los cuerpos.

Galileo cuestioné la idea, heredada de Aristételes, de que los objetos més pesados caen
mas rapido. Mediante argumentos y estudios del movimiento, defendié que, en ausencia
de resistencia del aire, los cuerpos caen con la misma aceleraciéon. Una célebre anécdota
cuenta que, en uno de sus experimentos, dejoé caer dos esferas de idénticas dimensiones,
una hecha de madera y otra de metal, desde la torre de Pisa, y observé que llegaron al
suelo a la par. Sin embargo, comprobar el resultado de estos experimentos con precision
era dificil en una época en la que no existian cronémetros como los que conocemos, ya
que la caida era demasiado rapida para poder medir los tiempos con exactitud.

Para superar esa dificultad, Galileo ided un experimento méas controlable en el que la
fuerza de la gravedad quedaba diluida: hacer rodar una esfera por un plano inclinado.
Asi reducia la aceleracion de la esfera y conseguia que el movimiento fuese més lento.
Variando la inclinacién del plano, podia comparar los resultados y extrapolarlos al caso
de la caida vertical.
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Galileo describié mediciones del movimiento en un plano inclinado utilizando una
clepsidra, o reloj de agua. Una interpretaciéon posterior de su experimento lo describe
de la siguiente forma: colocé pequenas campanillas a lo largo de la rampa y ajusté sus
posiciones para que una esfera, soltada desde el reposo, las haga sonar a intervalos de
tiempo iguales. Las distancias entre las campanillas representan entonces los espacios
recorridos en esos intervalos.

Segun la ley de Galileo, esas distancias son proporcionales a los niimeros 1, 3, 5, 7,.. .,
lo que indica que el cuerpo recorre espacios cada vez mayores, pero con una regularidad
precisa. De hecho, la misma conclusion podia obtenerse cambiando la inclinacion del
plano y la masa de la esfera. Sumando esos incrementos y eligiendo unidades adecuadas,
podemos escribir, con notacién actual,

(1) = 1,

d(2) =1+3=4,
d(3)=1+3+5=09,
d(4) =1+3+5+7=16,

es decir, distancias proporcionales al cuadrado del tiempo transcurrido:
d(t) = C't2.

Galileo habia establecido una ley que relaciona dos magnitudes fisicas: la distancia
recorrida y el tiempo transcurrido, en un movimiento uniformemente acelerado por la
gravedad. Esta relacién, escrita aqui con notacién moderna, ilustra un cambio decisivo en
la forma de estudiar la naturaleza: las relaciones matematicas entre magnitudes permiten
describir fenémenos y hacer predicciones que pueden contrastarse con mediciones.

\ J

Las funciones permiten, por tanto, expresar de manera precisa la dependencia que existe entre
dos magnitudes reales. Algunos ejemplos cotidianos son:

(1) La altura de una persona en funcién de su edad.

(2) El nimero de ejemplares de una especie en un determinado hébitat en funcién del tiempo.

De forma general, el concepto de funcién recoge la idea de que un conjunto de datos puede
depender de otro. En su formulacion moderna, una funcién es una ley o correspondencia que
asocia a cada elemento de un conjunto un tnico elemento de otro.

Definicién 4.1. Sean A, B C R no vacios. Llamamos funcidén real de variable real a cualquier
aplicacién f : A — B, esto es, una correspondencia que asigna a cada elemento x € A un tinico
elemento f(z) € B.

Para definir una funcién suele usarse la siguiente notacion, que especifica el dominio de definicién
de una funcién f, asi como la ecuacidon que nos permite obtener f(z) a partir de x.

f:A— B, x flx)=--- 0 [+ A— B, fl@)="---
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Si f: A— B es una funcién, decimos que A es su conjunto de definicién o dominio.

Puesto que sélo vamos a trabajar con este tipo de funciones, cuando usemos la palabra funcion,
nos referimos siempre a una funcién real de variable real.

Definicién 4.2. El conjunto f(A) de los valores que toma f se llama imagen o recorrido de f.

f(A)={f(z):x € A} ={y e R:y = f(z) para algin x € A}

Dado que toda aplicaciéon f : A — B es en particular una aplicacién f : A — R,
siempre podemos escribir lo segundo. Especificar que una funciéon f devuelve valores
en B es una forma de enfatizar la propiedad f(A) C B. Por ejemplo, la funcién parte
entera de x suele denotarse como |-] : R — Z, ya que |z] € Z para todo z € R.

Nétese que si elegimos B = f(A), f se convierte automaticamente en una aplicacion
sobreyectiva.

.

Toda funcién real queda completamente determinada por su grdfica, que es el siguiente subcon-
junto de R x R:

Grf={(z, f(x)):z € A}

Si representamos este conjunto en el plano cartesiano RQ, los puntos (z,y) que forman Gr f
son aquellos que cumplen dos condiciones: la abscisa x es un punto de A y la ordenada y es su
imagen por f. En resumidas cuentas:

Grf={(e,y) eR*:z €A, y=f(z)}.
Por definicién de funcién, para cada = € A la recta vertical que pasa por (z,0) contiene un

unico punto de la grafica, el que verifica y = f(z). Si x ¢ A, dicha recta no corta a la grafica
de f.

G .

Geométricamente, al proyectar Gr f sobre el eje de abscisas se obtiene el conjunto A donde f
estd definida y, para cada z € A, f(x) es el tnico y € R tal que (z,y) € Gr f.

Esto motiva la notacién y = f(z) para z € A a la hora de definir funciones. Bajo ese punto
de vista, a x se le llama variable independiente, e y se dice que es la variable dependiente. En
términos de relaciones entre magnitudes, es conveniente pensar en x como en un dato y en
y como en un resultado. La funcién f juega el papel del modelo que nos permite predecir el
resultado y a partir del dato z.
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Date cuenta: La relacién 32 = z en R? no define la grafica de una funcién R — R,
va que existen valores de x con dos imagenes. Por ejemplo, para = = 4, tenemos y = 2
ey =—2.

Y
(4,2)

(47 _2)

En cambio, x — /x y  + —y/z si son funciones (definidas por ejemplo en [0, +00)).

\ J

Definicién 4.3. Dada una expresién f(x), llamamos dominio natural o dominio mazimal al
conjunto de los nimeros reales x para los que dicha expresion estd definida y toma un valor
real. Lo denotamos por

Dom(f) = {z € R: f(z) estd definido y es real}.

Ejemplos.

(1) Si f es una funcién polinémica, Dom(f) = R, ya que podemos sumar, multiplicar y elevar a

potencias naturales cualquier niimero real.
(2) Llamamos funcién racional a cualquier funciéon f de la forma f(z) = %, siendo p y ¢
funciones polinémicas. En tal caso, se tiene

Dom(f) = {z € R: g(z) # 0}.

1
La funcién racional z — — puede definirse para todo z € R* = {x € R : z # 0}.

Su representacion gréafica es una hipérbola de dos ramas.
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(3) Para n € N, el dominio maximal de una funcion radical de la forma f(z) = */g(z) son los
puntos donde el radicando g es no negativo:

Dom(f) ={z € R: g(zx) > 0}.

Si f(x) = Va? — 4, entonces

Dom(f) = {z € R: 2% —4 > 0} = (—00, —2] U [2, +00).

Py | | | Pu
® T T T @

—2 2

T

Conocida la grafica de una funcién, es facil obtener la de funciones similares obtenidas mediante
transformaciones elementales de la original, como son las traslaciones, las dilataciones y las
reflexiones.

Definicion 4.4. Sea f: A — R una funcién. Dado ¢ € R, llamamos
Ac={z€eR:z4+ce A} ={r—c:x € A}

(1) La traslacién horizontal de ¢ unidades de f es la funcién g : A, — R definida como
g(x) = f(x+c). Siec> 0, se trata de una traslacién a la izquierda, y si ¢ < 0, una traslacién
a la derecha.

(2) La traslacién vertical de ¢ unidades de f es la funcién g : A — R definida como
g(z) = f(x) + ¢. Si ¢ > 0, estamos trasladando la funcién f hacia arriba, y si ¢ < 0, hacia
abajo.
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Y
y £ x> 42 Y
+2
Yy = 22 Y= Y= T - 3)2
x \/ SN
-1 0
A= [_1*1} A—3: [2*4}
Definicion 4.5. Sea f: A — R una funcién. Dado un ¢ € R*, llamamos
cA={cx:x € A}
(1) La reflexién respecto al eje = de f es la funcién g : A — R definida como g(z) = — f(x).

(2) La reflexion respecto al eje y de f es la funcién g : —A — R definida como g(z) = f(—x).

(3) La reflexién respecto al origen de f es la funcién g : —A — R definida como g(x) =

—f(=2).

Reflexion respecto al eje x: cada punto (z,y) € Gr(f) se transforma en (z, —y) € Gr(g).

Las funciones que permanecen invariantes ante las transformaciones (1) o (3) tienen graficas
simétricas, lo que se traducira en propiedades analiticas tiles a la hora de calcular sus integrales.

Definicion 4.6. Sea A C R tal que —A = A. Se dice que una funcién f: A — R es
(1) simétrica par si f(—z) = f(z) para todo = € A.

(2) simétrica impar si f(—z) = —f(x) para todo = € A.
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y = |zl y:T3

Funcién par: |—z| = |z

Funcién impar: (—z)% = —23

Las graficas de las funciones pares tienen la propiedad de que al plegarlas a lo largo del eje vy,
las mitades a ambos lados del origen son coincidentes. Andlogamente, si plegamos la grafica
de una funcién impar a lo largo de ambos ejes, las mitades a ambos lados del (0,0) resultan
coincidentes.

Finalmente, discutimos las transformaciones que consisten en modificar la escala de la variable
o de la funcion.

Definicion 4.7. Sea f: A — R una funcién y ¢ > 0.

Sic>1:

(1) La contraccién horizontal de razén c es la funcién g : A — R definida por g(z) = f(cz).
(2) La dilatacién vertical de razén c es la funcién g : A — R definida por g(z) = cf(z).
Siec<1:

(3) La dilatacién horizontal de razén c es la funcién g : A — R definida por g(z) = f(cz).
(4) La contraccién vertical de razén c es la funciéon g : A — R definida por g(x) = cf(x).

Y

7

Dilatacién horizontal de razén 1/2.

En general, una funcién puede obtenerse combinando varias de las transformaciones
anteriores. Por ejemplo, si partimos de f(x) = 2%, podemos representar la gréfica de la
funcién

g(x) =1—(z+2)%

su grafica se obtiene aplicando sucesivamente:
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(1) una traslacién 2 unidades a la izquierda (z + 2);
(2) una reflexién respecto al eje = (signo negativo delante del cuadrado);

(3) una traslacién 1 unidad hacia arriba (el +1 final).

Y
y=a’
y = (v +2)°
—2¢énx
RLIIL iULl
xr

y=1—(v+2)?

+1 en yT
y=—(x+2)°

Composicién de transformaciones: traslaciéon, reflexién y traslacion vertical.

\ J

Enumeramos a continuacién las operaciones algebraicas que podemos hacer con dos funciones
definidas en un subconjunto A C R no vacio. Para ello, definimos F(A) como el conjunto de
todas las funciones f: A — R.

Definicién 4.8. Para cualesquiera f,g € F(A) y a € R, definimos las siguientes operaciones:
(1) Suma: f + g € F(A), siendo (f + g)(x) = f(x) + g(z), Vx € A.

(2) Producto: fg € F(A), siendo (fg)(x) = f(z)g(x), Yz € A.

(3) Producto por escalares: af € F(A), siendo (af)(z) = a f(z), Vx € A.

(4)

4) Cociente: Si g(z) # 0 para todo = € A, entonces f/g € F(A), con

<£) (x) = ;ég, Vo e A.

Las propiedades de la suma y producto de ntimeros reales se traslada inmediatamente a la de
funciones. La suma de funciones es asociativa y distributiva, y tiene como elemento neutro a la
funcién x +— 0 para todo z € A. Ademads, toda f € F(A) tiene una funcién opuesta, —f. El
producto por su parte es asociativo, conmutativo y distributivo respecto de la suma, y ademés
posee el elemento neutro x +— 1 para todo x € A. Asi pues, (F(A),+,-) es un anillo conmutativo
con unidad.

e N

Para o € R, a menudo interpretaremos « como la funciéon que vale constantemente «,
estoes, fo : A = R, fo(x) = a. En particular, escribimos f = 0 para decir que f(z) =0
para todo z € A, y por f # 0 entendemos que existe un z € A tal que f(z) # 0.

Entonces, el producto por escalares no es mas que un caso particular del producto

de funciones, aunque conviene resaltar que (1) y (3) dotan a F(A) de estructura de
espacio vectorial (de dimensién infinita).
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Si f(z) # 0 para todo x € R, f tiene una inversa para el producto; la funcién 1/f. Sin embargo,
salvo en el caso trivial en que A es un solo punto, esta condicién es mas fuerte que f # 0. Por
tanto F(A), en general, no es un cuerpo.

Preferimos evitar la notacién f~! para referirnos a la funciéon 1/f, ya que esta se reserva para
la funcién inversa respecto a la composicién de funciones.

Definicién 4.9. Sean f: A - Ry g: B — R funciones tales que f(A) C B. Definimos la
composicion de f con g como la funciéon go f: A — R dada por

(9o f)(x) =g(f(x)), VzeA

f g
gof

Ejemplo: consideremos la funcién valor absoluto V : R — R definida por V(z) = |z|
para todo x € R. Para cualquier funcién f : A — R se tiene trivialmente que f(A) C R,
lo que nos permite considerar la funcién compuesta

(Vo f)(z) =V(f(x)=I[f(x)],  VeeA,

que se suele denotar por |f].

. J

| Ejemplo

s ~

Problema. Consideremos las funciones f,g : R — R dadas por f(z) = |z|, g(z) =
23 — . Comprobemos que (f o g) # (go f).

Resolucién. Calculamos:

(fog)(a) = flg(x)) =|2° —al, (9o f)(x)=g(f(2)) = |z’ |zl

A primera vista las expresiones son parecidas, pero no coinciden. Por ejemplo, para

_ _ 1.
T = —3

N[
0o|w

(feg)=3)=1(=3)+3l=2  (goN—3) =)~
Si representamos ambas composiciones vemos de forma mas clara las diferencias:
(fog)(a) =12 —a (9o f)(z) = |2]* — |z]

Y Y

En conclusién, el orden en que se componen las funciones es esencial: aunque ambas
composiciones tengan sentido, generalmente (f o g) # (g o f).
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Definicion 4.10. Sea f : A — R. Recordamos que f es inyectiva si nunca toma el mismo
valor en dos puntos distintos del conjunto A, es decir, si se verifica que

r,y€ A, flr)=fy) = =y

Si f: A — B es una funcién inyectiva, entonces la ecuaciéon y = f(x) tiene una tnica solucién
(en z), lo que se traduce graficamente en que cada recta horizontal a altura y € f(A) interseca
a Gr f en un solo punto.

f(x)

Gréfica de una funcién no inyectiva.

Definicién 4.11. Sea f: A — R una funcién inyectiva. Entonces f puede considerarse como
una aplicacién biyectiva de A sobre f(A), y podemos definir su funcién inversa

FTHfA) = A,
asociando a cada y € f(A) el Gnico x € A que cumple f(x) =y, es decir,
i) =o talaue f()=y.
Obsérvese que tiene sentido considerar las composiciones f~'o f y fo f~1, y se verifica, por
definicion:
(fflof)a)=a Yeed vy (fof Dy =y Vyef(A)

Las igualdades anteriores suelen leerse diciendo que f~! o f es la funcién identidad en A,
y fo f7! la identidad en f(A). Ademés, f~! también es inyectiva y su inversa es la funcién
original, es decir,

(fHt=r
Cuando f~! existe, su grafica es la imagen especular de la grafica de f respecto a la bisectriz
del primer cuadrante de R?, esto es, la recta de ecuacién y = .

Para comprobarlo, basta darse cuenta de que y = f(z) <= f~'(y) = z. En particular, si el
punto (x,y) pertenece a la grafica de f, entonces el punto (y,z) pertenece a la grafica de f~1.
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Las graficas de f v f~' son simétricas respecto a la recta y = z.

La simetria deja claro que la inversa no siempre existe como funcién. Por ejemplo, si f(z) = 2,
su gréfica es la recta horizontal y = 2; reflejada respecto a y = x se obtiene la recta vertical
x =2, que no es la grafica de ninguna funcién y = h(z).

y, Y=2 y

(no es una funcion)

4.2 Funciones continuas

Intuitivamente, una funcién f serd continua en un punto x cuando, al acercarnos a x, los valores
de la funcién se acerquen a f(z). Como veremos, esta nocién admite varias formulaciones
equivalentes, siendo la mas manejable la de acercarnos a x a través de una sucesion {z,} — x.

Definicién 4.12. Sea f: A — R una funcién x € A. Decimos que f es continua en z si para
cada ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que, si y € A verifica |y — x| < d, entonces |f(y) — f(x)| < e. Es
decir,

Ve>036>0: ye A ly—z|<d = |f(y) — f(x)] <e.

Obsérvese que no tiene sentido hablar de la continuidad de una funcién en puntos
que no estan en A.

Si ) # B C A, diremos que f es continua en B si f es continua todo punto de B. En particular,
diremos simplemente que f es continua cuando sea continua en A.

Interpretacién geométrica de la continuidad.

Fijados f: A —> Ry z € A, para cada ¢ > 0 consideramos la banda horizontal entre las
rectas y = f(z)—eyy = f(x)+e. La condicién de continuidad afirma que, por estrecha
que sea esa banda, existe un ¢ > 0 tal que la parte de la grafica de f correspondiente a
los puntos y € A con |y — 2| < § queda entera dentro de la banda. Es decir, el trozo de
grafica sobre el intervalo (x — d,x 4+ ) N A se mantiene entre f(x) —cy f(z)+e.
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(z, f(z))

x
o— o— T
rT—0 x+0

Proposicién 4.13 (Caracterizacién secuencial de la continuidad). Sea f : A — R y fijemos
x € A. Son equivalentes:

(i) f es continua en el punto x.

(ii) Para toda sucesién {x,} con x,, € Ay {z,} — z, se tiene {f(x,)} — f(z). A esta propiedad
se le suele dar el nombre de continuidad secuencial.

(iii) Para toda sucesién mondtona {x,} de puntos de A, con {z,} — z, se tiene {f(z,)} — f(x).

Demostracion

(i)=(ii). Sea {z,} C A con x,, — z. Debemos ver que f(x,) — f(x). Sea € > 0; por
(i) existe 6 > 0 tal que |y — x| < § implica |f(y) — f(z)| < e. Como xz,, — z, existe
m € N con |x,, — x| < § para todo n > m. En consecuencia, para n > m,

[f(@n) = f2)] <e.

Esto prueba que f(x,) — f(z).

(ii)=(iii). Es inmediato: si (i) vale para toda sucesién de puntos de A que converge a
x, entonces en particular vale para las sucesiones mondtonas.

(iii)=-(i). Demostraremos el contrarreciproco: si (i) no se verifica, entonces tampoco
puede cumplirse (iii).

Si (i) es falso, entonces existe 9 > 0 tal que, para todo § > 0, se puede encontrar
y € A con |y — x| < ¢y, sin embargo, |f(y) — f(x)| > &o.

Para cada n € N tomamos 6 = % y obtenemos un y, € A tal que

=zl <3y 1f(ym) = f@)] = <0

Entonces {y,} — z. Sea {x,,} una subsucesiéon monétona de {y,}, que existe por el
lema del sol naciente. Se sigue que {z,} =z y

|f(zn) — f(x)] > &9 para todon € N.

Por tanto, {f(x,)} no converge a f(z). [ |

. J

La caracterizacién de la continuidad (i) nos permite dar de forma inmediata los primeros
ejemplos de funciones continuas.
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Primeros ejemplos.

» Las funciones constantes f(z) = a, con a € R, son continuas.

» La funcidn identidad en A, dada por f(z) = z para todo x € A, también es
continua.

» La funcién valor absoluto es continua. Si {x,} — =, entonces {|z,|} — |z|.

. J

Proposicion 4.14. Sean f,g: A — R funciones continuas en un conjunto no vacio B C A.
Entonces f + g y fg son continuas en B. Si ademés g(x) # 0 para todo = € A, el cociente f/g
es continuo en B.

Demostracién

Sea x € By {z,} C A una sucesién tal que x,, — x. Por la continuidad de f y g en =z,

fzn) = f(z) v g(zn) = g(2).
Entonces:

(1) Para la suma,

{(F+9)(wn)} = {f(xn) +9(zn)} — fl2)+9(2) = (f +9)(2).

(2) Para el producto,

{(F9)an)} = {f(2n) g(zn)} — fz)g(z) = (f 9)(2).

(3) Para el cociente,

u J

Este resultado nos permite construir numerosas funciones continuas:

-

Ejemplos:
» Toda funcién polinémica p(x) = F_garz®, con n € N, ap € R para todo
k=0,...,ny a, # 0, es continua en R.
= Si py ¢ son funciones polinémicas con g # 0, entonces la funcién racional f =
es continua en su dominio natural de definiciéon {z € R : ¢(x) # 0}.

ESHiS]

\ J

Comprobamos ahora la continuidad de la composicién.

Proposicién 4.15. Sean f: A - Ry g: C'— R funciones tales que f(A) C C. Si f es continua
enx € Ay ges continua en f(z) € f(A), la composicién g o f es continua en x.

En particular, si f es continua en un subconjunto no vacio B C A y g es continua en g(B),
entonces g o f es continua en B.
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Sea x € By {x,} C A una sucesién con x,, — x. Por ser f continua en x, tenemos
f(zn) — f(x); por tanto {f(xy,)} es una sucesién de puntos de C' que converge a f(z).
Como g es continua en f(z) € f(B), concluimos que

{9(f(zn))} = g(f ().
Esto prueba que g o f es continua en x, y como x € B era arbitrario, en todo B. W
El reciproco no es cierto en general: puede ocurrir que g o f sea continua y, sin embargo, f o

g no lo sean.

-

Para verlo, construimos una funciéon extremadamente discontinua: definimos f: R — R
por
-1, z€Q,
(o) = (@.1)
1, z el
Dado = € R, la densidad de Q y de I en R nos permiten construir sucesiones {g,} C Q
y {rn} CILcon {gn} — =y {rn} — = (esto puede verificarse como ejercicio).

Entonces {f(q,)} — =1y {f(rn)} — 1; si f fuese continua en x tendriamos necesaria-
mente —1 = 1, contradiccién. Asi, f no es continua en ningin punto de R.

Podemos observar que |f| = 1, lo que nos da una composicién continua sin que f lo
sea.

Funcién de Thomae. Definimos 7' : R — R por

1 p

- sizx==€Q,conpeZ,qgeNymed(|p|,q) =1,
o) - p (Ipl; )

0 sizel

(Obsérvese que la condiciéon med(0, ¢) = 1 implica necesariamente que 7°(0) = 1).
Se tiene que T es continua en I y discontinua en Q.

Continuidad en los irracionales. Sea z € [ y € > 0. Elegimos un ng € N tal que
% < e. Puede comprobarse sin dificultad que en el intervalo (x — 1,2 4+ 1) hay, como
mucho, una cantidad finita de racionales de la forma p/q con 0 < ¢ < ng. Esto nos
permite tomar un § > 0, suficientemente pequenio, de forma que

(x—é,x—l—é)ﬁ{zEQ:O<q§no}:®.

(En efecto, podemos tomar como ¢ la mitad de la distancia al racional més cercano
a x de la forma p/q con 0 < ¢ < ng.) Sea entonces y € R con |y —z| < 6. Si y es
irracional, entonces |T'(y) — T'(x)| = 0 < ¢ trivialmente. Si y = £ es racional, tenemos
necesariamente g > ng, lo que nos da

) ~T(@)] = 7 < - <=




Capitulo 4. Funciones reales de una variable real 15

Esto demuestra que T es continua en .

Discontinuidad en los racionales. Sea x = £ € Q en forma irreducible. Tomando
cualquier sucesién de irracionales {x,} — x, se tiene T'(z,) = 0 para todo n, luego
{T(xn)} — 0 # % = T(x). Por la caracterizacién secuencial de la continuidad, 7" no es
continua en x.

Fuente: Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae%27s_function.

El matematico inglés John H. Conway dot6 a esta funcién del nombre Estrellas sobre
Babilonia debido a la forma de su gréfica.

\ J

La continuidad de una funcién f es una caracteristica de las que llamaremos locales, es decir,
para estudiar si f es continua en x, solo nos interesan los valores que toma f cerca de z. Para
formalizar esto, necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 4.16. Sean f : A — Ry 0 # B C A. La restriccion de f a B es la funcién
flB : B — R definida por
(flp)(@) = f(z), VaxeB.

En este contexto, también suele decirse que f es una extension de g.
Proposiciéon 4.17 (Caracter local de la continuidad). Sean f: A > R, 0 #B C Ay
z € B.

(1) Si f es continua en z, entonces f|p también es continua en z.

(2) Si existe 6 > 0 tal que (x — 0,24+ 0)NA C B,y f|p es continua en x, entonces f es
continua en x.

Demostracion

(1) Sea {z,} C B con z, — z. Entonces {z,} C Ay, por la continuidad de f en z, se
tiene f(x,) = f(x). Como (f|)(xn) = f(xn), concluimos (f|p)(xn) — (f|B)(x).

(2) Sea ahora {z,} C A con z,, — x. Por la definicién de convergencia, existe m € N
tal que para n > m se cumple |z, — z| < §, luego z,, € (x — d,z +0)N A C B.
Usando la continuidad de f|p en x, obtenemos

n=m, f(zn) = (f|B)(zn) — (flB)(z) = f(2).

Asi, f es continua en x. |



https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae%27s_function
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Nota: La hipotesis adicional en (2) no puede eliminarse; dicho de otro modo, el
reciproco de (1) es falso en general.

Para comprobar esto, basta considerar la funcién f definida en (4.1) y B = {x} para
cualquier z € R. f|p es trivialmente continua, pero f no es continua en x para ningin
z € R.

\ J

Este resultado es especialmente til para estudiar funciones cuya definicién f(x) cambia a lo
largo de su conjunto de definicion.

| Ejemplo

>

Problema. Estudiar la continuidad de la funcién parte entera

|'|:R—>7Z
|z] =méx{k € Z: 2z <z}

Y
3 Yy = LTJ
2 —o
1 - —o

Resolucién. En primer lugar, veamos que |-] es discontinua en todo = € Z. Para esto,
basta considerar la sucesién z, = x — 5, ya que {z,} — 2 y |2,] = = — 1 para todo

n, luego {|zn|} — o — 1 # |z].
Sea ahora x € R\ Z, y definamos B = (|z], |z + 1]). Claramente z € B y si tomamos
0<d<min{|z+1| —x,z— |[z]}, se tiene

(r—9,z+0)NR C B.

Por el cardcter local de la continuidad, si |-| |p es continua en x, lo serd también |-|.
La primera lo es, ya que es constantemente igual a |z, esto es:

lyl = =] vyeB

Por tanto, |-] es continua en R \ Z.
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| Ejemplo

s N

Problema. Sean g,h : R — R funciones continuas tales que g(0) = h(0). Definimos

Estudiar la continuidad de f en R.
Resolucién. Notamos primero que f |R§ =hy f\Ra = g, por lo que f es continua en

R* y en R~ por el cardcter local de la continuidad.

Queda = = 0. Tomemos una sucesién {z,} — 0. Por la caracterizacién secuencial con
sucesiones mondtonas, podemos suponer que {x,} es monétona.

Si{xn} es creciente, entonces z, < 0Vn,y por tanto { f(zn)} = {g(zn)} — g(0) = f(0).
Si {z,} es decreciente, entonces x,, > 0 Vn, y {f(zn)} = {h(xzn)} — R(0) = £(0).

En ambos casos {f(z,)} — f(0), luego f es continua en 0. Concluimos que f es
continua en todo R.

\

4.3 Limite funcional

En esta secciéon estudiaremos el comportamiento de una funcién al acercarnos a un punto de la
recta real, que no necesariamente pertenecerd al dominio de la funcién. Solo necesitaremos que,
desde el conjunto en el que trabajamos, podamos acercarnos a dicho punto sin pasar por él.

Definicién 4.18. Sea A C Ry a € R. Diremos que « es punto de acumulacion de A (o que A
se acumula en «) si para todo § > 0 se verifica

(a—d,a+0)N(A\{a}) # 0.

Intuitivamente, o € R es un punto de acumulacién de A si existen puntos de A distintos de «
arbitrariamente cerca de a.

Denotaremos A’ = {a € R : A se acumula en a}.

Los puntos de acumulacién de A se caracterizan por ser puntos de R a los que se puede llegar
mediante sucesiones de A que no pasen por dicho punto.

Proposicion 4.19. Sea A C Ry a € R. Entonces

ac A < F{z,} C A\ {a} tal que {z,} — a.

Demostracion

(=) Supongamos a € A’. Para cada n € N tomamos § = 1. Por la definicién, existe
zn € (00— 2 a+1)n(4\ {a}), luego 0 < |z, — a| < %, y por tanto {z,} — o

(<) Siexiste {z,} € A\ {a} con {z,} — a, dado § > 0 podemos escoger m tal que
|Tm — ] < 0. Entonces x,, € (a — 0, a4+ 6) N (A \ {a}), luego la interseccién es no
vacia para todo § > 0. Asi, a € A’

|
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Pasamos a calcular los puntos de acumulacién de un intervalo real.

Proposicion 4.20. Sea I C R un intervalo. Entonces:

(1) SiI=10o01I={a} es un punto, entonces I’ = ().

(2) Si I es un intervalo no trivial (contiene al menos dos puntos), entonces:

Demostracion

.

(av b)/ = (CL, b], = [CL, b)/ = [aa b], = [CL? b]
(a,+0)" = [a, +o0) = [a,+00)
(—oo,b)’ = (—oo,b]’ = (_Oovb]
R’ = R

FEsta demostracion no se vio en clase.

(1) Es claro: si I = () no hay puntos en [; si I = {a}, ningtin punto « # a puede ser
de acumulacién, ya que todas las sucesiones de puntos de I convergen a a. Ademas,
a¢ ' yaqueI\{a}=0.

(2) Sea I un intervalo no trivial, esto es, un intervalo que contiene al menos dos puntos.
Empezaremos probando que todos los puntos de I son de acumulacién, esto es, I C I'.

Dado x € I, existe y € I con y # x. Para 0 < § < |y — x| se tiene

(2 — 8,0+ 8) N (I\ {z}) £,
ya que todos los puntos entre x e y pertenecen a I. Esto nos da que z € I’. Como

consecuencia inmediata tenemos R’ = R.

A continuacién, demostraremos que si I estd acotado y a = inf I, b = sup I, entonces
a,b € I'. Por tanto, tendremos [«, ] C I'.

Por definicién de intervalo, (a,b) C I, lo que nos da que para 0 < § < 5 — « se tiene
(a,a+0) NI #0,

luego v € I'. Un razonamiento andlogo nos da 3 € I'.
Reciprocamente, probemos que I’ C [a, b].

Sea z € I', y {z,} C I\ {x} una sucesién con {z,} — z. Puesto que a < z,, < b para
todo n, pasando al limite tenemos a < x < b, luego z € [a, b], como queriamos.

Si I es una semirrecta (abierta o cerrada), un argumento anélogo muestra que I esté
contenido en la correspondiente semirrecta cerrada. |

J

Una regla sencilla que nos permite simplificar el calculo de los puntos de acumulaciéon de un
conjunto es la siguiente:

Proposicién 4.21. Para A, B C R se tiene (AU B) = A'UB".

El ejemplo de los intervalos muestra que, en general, no existe una relacién de inclusion entre A
y A’. Pueden existir puntos de acumulacién de A que no sean elementos de A y puntos de A
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que no sean de acumulacion. A los segundos se les da el nombre de puntos aislados, que describe
de forma muy clara a qué tipo de puntos de A nos referimos.

Definicién 4.22. Dado A C R no vacfo, decimos que x € A es un punto aislado de A si x ¢ A’.

De forma manifiesta, toda funcién f : A — R es continua en todo punto aislado x € A\ A, ya
que la tnica forma de acercarnos arbitrariamente a x es a través de la sucesién constantemente
igual a x.

Proposicién 4.23. Sea f: A — R una funcién y x € A\ A’. Entonces f es continua en z.

Demostracion

Puesto que x ¢ A’, existe § > 0 tal que (x — d,x + ) N A = {x}. Entonces, dado € > 0,
es claro que si y € A es tal que |y — z| < J, entonces y = x. Por tanto,

[f(y) = flx)] =0 <e.

\ J

Definiciéon 4.24. Sea A C Ry a € A’. Decimos que f tiene limite L € R en el punto « si para
todo € > 0 puede encontrarse un 6 > 0 tal que, para todo z € A\ {a} con |z — a| < J se tiene
|f(x) — L| < e. Simbdlicamente,

Ve>036>0: (€A, 0<|z—a|<d) = |f(x)—L|<e.
En tal caso escribimos

lim f(z) =L, o flx) = L (x— ).

r—a

Nota: Esta definicién de limite no es buena si a ¢ A’ ya que en ese caso existe un
0o > 0 tal que
{reAd:0<|z—a]<d}=0.

Por lo tanto, para cualquier valor L € R, §g hace cierta la condiciéon de limite
(0 <]z —al <d = |f(x)— L| <e), pues esta debe ser verificada para un conjunto
vacio de puntos. Esta observacién se apoya en un hecho bésico de la légica proposicional,
a saber,

p—q<= pVyq,

y en este caso siempre tenemos —p. Esto puede resultar extrafio, pues en matematicas
acostumbramos a probar la implicacién p — ¢ partiendo de que p es cierta, y rara vez
contemplamos la posibilidad de que la premisa sea falsa.

Aceptando esta definiciéon para « ¢ A’) podriamos probar atrocidades contra el sentido
comun como
lim /z =27, o también que lim2 Vo = -8,
T——

r——2

perdiendo de vista la nocién intuitiva de acercarnos al punto « a través de puntos de
A\ {a}, ademés de propiedades fundamentales como la unicidad del limite.

. J

Noétense las diferencias con la definicién de continuidad en x: en primer lugar, podemos calcular
el valor del limite de f en puntos que no estan en el dominio de definiciéon de f. Aunque
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tuviéramos definido f(a), este no influye en la existencia del limite ni en su valor. Por otro lado,
no tiene sentido hablar de limite en los puntos aislados de A, pero si de continuidad. De hecho,
como vismo anteriormente, toda funcién es continua en los puntos aislados de su dominio.

Al igual que la continuidad, el limite puede caracterizarse mediante sucesiones mondtonas. La
demostracién es completamente andloga a la que se hizo para la continuidad, y la omitiremos
en aras de la brevedad.

Proposicién 4.25 (Caracterizacién secuencial del limite funcional). Sea f : A — R una funcidn,
a € A’y L € R. Son equivalentes:

6) 1 f() = L.
(ii) Para toda sucesion {z,} C A\ {a} con {z,} — «a, se tiene {f(z,)} — L.

(iii) Para toda sucesiéon mondtona {z,} C A\ {a} tal que {z,} — «, se tiene {f(z,)} — L.

La similitud entre las definiciones de continuidad y de limite se concreta en el siguiente hecho
elemental.

Proposiciéon 4.26. Sea f: A+ Ry ae€ AN A’. Entonces f es continua en a si, y sélo si,

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Demostracion

(=) Si f es continua en a, para cualquier sucesién {z,} C A\ {a} con {z,} — a se
tiene {f(xn)} — f(a). Por la caracterizacién secuencial del limite, esto es equivalente
a decir que

lim f(x) = f(a).

r—a
(<) Reciprocamente, si lim,_,, f(z) = f(a), entonces para todo £ > 0 existe § > 0

tal que 0 < |z —a| < 0 = |f(xz) — f(a)] < e. La desigualdad sigue siendo cierta si
permitimos = = a, luego f es continua en a. |

u J

Esta equivalencia nos permite identificar un primer tipo de discontinuidades: aquellas en las que
existe el valor del limite en a € AN A’ pero no coincide con f(a). En este caso, redefiniendo
f(a) puede hacerse que la funcién f sea continua, lo que les da el nombre de discontinuidades
evitables.

Definicién 4.27. Decimos que f tiene una discontinuidad evitable en a € AN A’ cuando existe
el limite lim,_,, f(z) pero lim,_, f(z) # f(a).
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Queda por ver el caso en que a € A"\ A. Aunque no tengamos f definida en «, la existencia
de limite nos permite extender su definicién a dicho punto, y la funcién resultante, ademads, es
continua en o.

Proposiciéon 4.28. Sea f: A >Ry a € A"\ A. Son equivalentes:

(i) lim f(z) existe.

(ii) La extensién

f(x) sixeA,

limg o f(z) siz=a.

f:AU{a} =R, f(x):{

es continua en «.

Demostracion

(i)=(ii). Basta aplicar la proposicién anterior en «, ya que

f(a) = lim f(z) = lim f(x).

T—Q

(ii)=(i). Sea {z,} C A (no hace falta eliminar o porque a ¢ A) con {z,} — a. Por
continuidad de f en «,

{f(@n)} = {f(zn)} = Fla),

y la caracterizacién secuencial del limite da que lim,_.o f(z) existe y es f(a). [ |

. J

A modo de resumen de lo probado anteriormente, enunciamos una proposicién que recoge la
relacion que existe entre limites y continuidad.

Proposicién 4.29. Sea f: A — R una funcién e y € AU A"
» Siye ANA', f es continua en y <= lim,,, f(z) = f(y).
» Siye A\ A, f siempre es continua en f(y).
» Siye A"\ A, existe lim,_,, f(z) <= f puede extenderse de forma continua a y.
|

Al igual que la continuidad, el limite es una propiedad local de f. Esta establece que la existencia
y el valor del limite de una funcién en un punto o € A’ solo dependen de los puntos de

(a=d,a+d)n(A\{a}),
para 6 > 0 arbitrario.

Proposiciéon 4.30 (Caracter local del limite). Sea f: A - R, B C Ay 8 € B'. Entonces:

(i) Si f tiene limite en §, también lo tiene f|p en S y ambos coinciden:

(fle)(@) = lim /(@)

lim
z—f

(ii) Siexiste 6 > 0 tal que (8 —46,8+ )N (A\{B}) C B,y f|p tiene limite en 3, entonces f
tiene limite en 5 y ambos coinciden.
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Demostracién

u

FEsta demostracion no se vio en clase.

(i) Sea L = lim, o f. Dado e > 0, si (0 < |z — | < § = |f(z) — L| < €) se cumple
para todo punto x € A, entonces en particular también para todo punto =z € B.

(ii) Sea L = lim, ,3(f|p)(z). Dado € > 0, por la definicién del limite de f|p existe
n > 0 tal que
r€B, 0<|z—pl<n = |(flp)(x)—L| <e.

Tomamos 7 = min{n, é}. Six € Ay 0 < |x — | < r, entonces

ze(B-r,f+r)N(A\{8}) C B,

y ademds |z — 8| < n; por tanto |f(z) — L| = |(f|B)(z) — L| <e. [ ]

| Ejemplo

>

\

Problema. Calcular
, 24 r—2
lim ——.
r—1 z—1

Resolucién. En primer lugar, aunque no sea necesario, discutimos por qué tiene

sentido este limite. En efecto, si f(z) = mQJ_‘”f 2 estd claro que

Dom(f) =R\ {1} = (—o0,1) U (1, 400).

Por tanto,
1 € Dom(f) = (—o0,1JU [1,+0) = R.

Sea {x,} C R\ {1} con {z,} — 1. Para todo n,

T+ o0 —2 _ (zn— 1)(zn +2) 4o
Ty — 1 Ty — 1 " ’

donde el dltimo paso (dividir por x,, — 1 numerador y denominador) puede hacerse ya
que x, # 1. Al pasar al limite,

iy o =2

n—00 Ty — 1

= lim (z, +2)=1+2=3.
n—oo

Como el valor del limite a lo largo de cualquier sucesién {z,} — 1 con x,, # 1 es 3,
concluimos que
2l —2
lim —— =
z—1 xr—1

3.

Al igual que cuando estudidbamos la continuidad usando sucesiones monétonas, para estudiar
el comportamiento de una funcién al acercarnos a un punto de la recta real, podemos analizar
por separado lo que ocurre al aproximarnos por la izquierda o por la derecha. Esto motiva las
definiciones de limites a izquierda y a derecha, que veremos enseguida que no son sino casos
particulares de la nocién de limite que ya conocemos.
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Dado A C Ry a € R, introducimos la notacion
Ay ={ze€A: z<a}, AT ={xr e A: x> a}.

Razonando por contrarreciproco, nos damos cuenta inmediatamente de que si o € A’, entonces
a € (AL) U(AL), ya que si A no se acumula ni a la izquierda ni a la derecha de «, entonces
no se acumula en «.

Definicién 4.31 (Limites laterales). Sea f: A — R.

» Siae (A,) (estoes, A seacumula a la izquierda de «), decimos que f tiene limite por
la izquierda en o cuando f|,- tiene limite L en «. En tal caso escribimos

lim f(z) = L.

T—a

» Sia€ (AL) (esto es, A se acumula a la derecha de ), decimos que f tiene limite por la
derecha en o cuando f|,+ tiene limite L en . En tal caso escribimos

lim f(x)= L.

r—at

Por supuesto, las propiedades del limite ordinario se trasladan a los limites laterales, lo que nos
da una triple definicién equivalente para los mismo.

Proposicién 4.32. Para f: A > R, a € (A,) y L € R, son equivalentes:
(i) lim f(z)= L.
vt
(i) Ve>03>0: (z€A, a-d<z<a) = |f(z)—L|<e.
(iii) Para toda sucesion {z,} C A con =, < a 'y {z,} — «, se tiene {f(z,)} — L.
(iv) Para toda sucesion creciente {x,} C A\ {a} con x, < ay {z,} — «, se tiene {f(z,)} — L.
|

La version para el limite por la derecha se obtiene sustituyendo en (iv) “creciente” por “decre-
ciente”, x < a por > a en (i) y, en (ii), la condicién o« —§ < x < a por a <z < a + 6.

La principal utilidad de los limites laterales es su relacién con el limite ordinario. Cuando A
se acumula solo a un lado de un punto « € A’, estd claro que las nociones de limite y limite
lateral son equivalentes, por lo que el resultado mas interesante se tiene cuando A se acumula a
ambos lados de un punto o € A’.

Proposicién 4.33. Sea f: A -+ R, a € A y L € R. Entonces:
(a) Si A se acumula a la izquierda de o pero no a la derecha, entonces

lim f(zx) =L <= lim f(z)=L.

T T—a~
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(b) Si A se acumula a la derecha de « pero no a la izquierda, entonces

lim f(x) =L <= lim f(x)=L.

T—o r—at

(c) Si A se acumula a la izquierda y a la derecha de «, entonces

lim f(x) =L <= lim f(z)=L= lim f(z).

T T—a~ z—at

Demostracion

Las implicaciones hacia la derecha (=) son todas inmediatas, pues siempre podemos
pasar del limite de f al limite de una restricciéon cualquiera usando el cardcter local del
limite funcional.

Para las implicaciones a la izquierda (<), tomemos una sucesién monétona {z,} C

A\ {a} con {z,} = a:

(a) {x,} no puede ser decreciente por tanto es creciente y z,, < « para todo n, de
modo que {f(z,)} — L por el limite por la existencia de limite a la izquierda.

(b) Se sigue de un razonamiento analogo al de (a).

(c) Si{xn} es creciente, usamos el punto (a), y si {zy} es decreciente, el (b). En ambos

casos obtenemos {f(x,)} — L.

La caracterizacion secuencial del limite ordinario por sucesiones monétonas concluye la
prueba. |

\ J

Como consecuencia del item (c), si los limites laterales a izquierda y a derecha de a no coinciden,
f no puede tener limite en el punto «. En particular, si f presenta este comportamiento en un
punto a € AN A’, no puede ser continua en a, independientemente del valor de f(a).

Definicién 4.34. Sea f: A > Ryae AN A tal que a € (A]) N (A, ). Si existen los limites
laterales a izquierda y a derecha de a pero

lim f(z) # lim f(z),

T—a~ z—at

entonces f no es continua en a, y decimos que f tiene una discontinuidad de salto finito en a.

Yy
4 x
I
a
| Ejemplo

s N

Problema. Determinar si es posible elegir f(1) para que la funcién

fz) = v £,

r—1
|z — 1|

sea continua en x = 1.
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Resolucién. El dominio de f es A=R\ {1} y 1 € A, luego para poder extender f de
forma continua a 1 debe existir el limite de f en 1. Dado que A se acumula a izquierda
y derecha de 1, esto es equivalente a que existan y coincidan los limites laterales.

Limite por la izquierda. Tomemos cualquier sucesién {x,} C A con z,, < 1 para todo n
y {zn} — 1. Para z < 1 se tiene |z — 1| = 1 — z, luego

Ty, — 1 T, — 1

= = —1 para todo n,
|z — 1] 1—xy,

y por tanto {f(zn)} — —1. Asi, h’nla f(z) = —1.
z—1-

Limite por la derecha. Tomemos ahora {x,} C A con x,, > 1 para todo n y {z,} — 1.
Para z > 1 se tiene |z — 1| = x — 1, luego

Ty — 1 Ty — 1

e _Hzx _1:1 para todo n,
n n

y por tanto {f(xz,)} — 1. Asi, lim f(z)=1.
z—1t

Como los limites laterales existen pero no coinciden, no existe 1im1 f(z). En consecuencia,
r—r

no hay eleccién posible de f(1) que haga a f continua en z = 1.

N

4.4 Limites en el infinito y divergencia de funciones

Nuestro objetivo ahora es extender la nocién de limite funcional en dos direcciones. Por un
lado, estudiaremos cémo se comporta una funcién cuando la variable crece o decrece sin cota,
introduciendo el limite en el infinito. Por otro, en paralelo con las sucesiones divergentes, veremos
también la divergencia de funciones en puntos de R. Cerraremos con reglas basicas que permiten
interpretar los limites en el infinito como limites ordinarios.

Definiciéon 4.35. Sea A C R no mayorado, f: A — Ry L € R. Diremos que f tiene limite L
en +oo si para todo € > 0, existe K > 0 tal que

x€e€A x>K = |f(x)—L|<e.
En tal caso, escribimos

lim f(z)=L o f(z)—>L (x— +0).

T—-+00

De forma anéloga tenemos la definicién de limite en —oo.

Definicion 4.36. Sea A C R no minorado, f: A — R y L € R. Diremos que f tiene limite L
en —oo si para todo € > 0, existe K < 0 tal que

reA <K = |f(z)—-L|<e.
En tal caso, escribimos

lim f(zr)=L o f(x)—L (x— —o0).

T—r—00

Por supuesto, estas nuevas nociones de limite pueden caracterizarse mediante sucesiones que
divergen a 400 0 —oco. Omitimos la demostracion porque sigue la misma idea que la que hicimos
para la continuidad.
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Proposicion 4.37. Sea A C R no mayorado, f: A — R y L € R. Son equivalentes:
0) lim_f(x) =
(ii) Para toda sucesion {z,} C A con {z,} — 400, se tiene {f(z,)} — L.

(iii) Para toda sucesion creciente y no mayorada {z,} C A, se tiene {f(z,)} — L.

l Ejemplo

Problema. Calcular
A (Ve Ve = ).

Resolucion. Racionalizamos con el conjugado:

/x B _ x—i—f—x B
FEees Va4 \/x—i— +f

Como x — +o0, podemos restringirnos a considerar valores de x > 0, lo que nos
permite dividir numerador y denominador por +/z:

VE Vi !

Jr+ VT + VT f(,/ +1) ,/1+f+1

1
Como — — 0 cuando x — +00, se obtiene

VT

1
| — —.
Jim (e VE V) = =

\ J

El siguiente resultado nos demuestra que el concepto de limite funcional generaliza al de limite
de una sucesién. Para ver esto basta recordar que una sucesion {z,,} no es mas que una funcién
S : N — R con s(n) = z,. Dado que N no estd mayorado, tiene sentido hablar de limite
(funcional) en 400 de la funcién S:

Proposicion 4.38. Sea S: N — R y L € R. Entonces
lim S(z)=L <<= {S(n)}— L.

T—r—+00

Demostracion

FEsta demostracion no se vio en clase.

(=) Basta tomar la sucesiéon {n}, que diverge positivamente: por caracterizacién
secuencial del limite en 400, {S(n)} — L.

(<) Supongamos {S(n)} — L. Sea {y,} C N una sucesién con {y,} — +o0.

Dado € > 0, existe ng € N tal que |S(k) — L| < e para todo k > ng. Como {y,} — +o0,
existe m € N con y,, > ng para todo n > m, y entonces |S(y,) — L| < € para n > m.
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Por tanto, {S(y,)} — Ly, por la caracterizacién secuencial, lim, ;o S(z)=L. 1

El caracter local del limite en +oo se enuncia diciendo que para estudiar el limite de una funcién
en +00, basta considerar valores de la variable suficientemente grandes.

Proposiciéon 4.39. Sea f: A — R y supongamos que A no estd mayorado. Fijado p > 0, sea
B={xe€ A: x> p}. Entonces, para cualquier L € R,

lim f(z)=L <= lim (f|g)(z)=L.

r—r-+00 r—r-+00

Demostracion

FEsta demostracion no se vio en clase.

(=) Puesto que lim,_,~ f(x) = L, dado € > 0 encontramos K > 0 tal que si z > K,
entonces |f(z) — L| < e. En particular, esto vale para x € B con = > K.

(<) Sea {x,} C A con {x,} — +oo. Por definicién de divergencia a +o00, existe ng € N
de forma que, si n > ng, entonces x,, > p, luego z,, € B. Entonces, para n > ng:

{f(zn)} = {flB(zn)} — L.
|

N J

Pasamos ahora al estudio de un tipo concreto de sucesiones que no tienen limite en un
punto de acumulacién de su dominio de definicién: aquellas en las que las imdgenes se hacen
arbitrariamente grandes o pequenias al acercarnos a dicho punto.

Definicién 4.40. Sea f: A >Ry ae A'.
(i) Diremos que f diverge a +00 en « (y escribiremos f(z) — +o00 (x — «)) si

VK>036>0: z€A, 0<|z—a|<d = f(z)> K.

(ii) Andlogamente, f diverge a —oo en « (y escribiremos f(z) - —oco (x — «)) si
VK<030>0: 2€A, 0<|z—0a|<d = f(z)<K.

La divergencia de una funcién en un punto puede caracterizarse mediante sucesiones. Por

supuesto, en este caso se tendra que la sucesiéon de imagenes es una sucesion que diverge a +o00.

Damos el resultado para divergencia hacia +00, pues el otro caso es andlogo. La demostracién a
estas alturas deberia ser un ejercicio sencillo.

Proposicion 4.41. Son equivalentes:
(i) f(z) = 4o (x = a).
(ii) Para toda sucesion {z,} C A\ {a} con {z,} — «, se tiene {f(z,)} — +oc.
(iii) Para toda sucesion mondtona {z,} C A\ {a} con {z,} — a, se tiene {f(z,)} — +o0.
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Nota: Como en el caso de sucesiones, una funcién que diverge a +co en un punto esta
muy lejos de tener limite alli. No es aconsejable decir que una funcion tiene limite +oo
en «a ni escribir lim,_,, f(x) = +o00; la formulacién que debemos seguir para evitar
confusiones es f(x) — 400 cuando =z — «.

. J

Por supuesto, la divergencia a +00 en « es una propiedad local cuyo enunciado puede trasladarse
directamente del de limite en a.

Dado a € A’, podemos hablar de divergencia lateral a +oo cuando las correspondientes
restricciones de f a izquierda o derecha de « presenten este tipo de divergencia.

Definicién 4.42. Sean f: A - Ry a € A’. Entonces:

(i) Si a € (Al), decimos que f diverge a +oo por la derecha en « si fl4x — 400 cuando
(x — «). En tal caso, escribimos f(z) = +oo0 (z — a™).

(i) Sia € (AL), decimos que f diverge a +oo por la izquierda en « si f\A; — +o00 cuando
(x — «). En tal caso, escribimos f(z) — 400 (v — a7).

Como cabe esperar, esta nocién admite una caracterizacion K — § y mediante sucesiones
monodtonas, que omitimos por cuestiones de brevedad.

Definicién 4.43. Sea f: A >Ryac ANA conae (AF)N(A;).

a

= Decimos que f tiene en a una discontinuidad de salto infinito si uno de los limites laterales
existe pero la funcién diverge a +00 0 —oco al otro lado de a.

= Decimos que f tiene en a una discontinuidad asintotica en a si f diverge a +00 0 —00 a
ambos lados de a.

Y Y

\ g
\ - x a\

Para completar el esquema, describimos ahora la divergencia de una funcién en +o0o y en —oc.
Definicion 4.44. Sea f: A — R con A no mayorado.

» Diremos que f diverge a +00 en 400 y escribiremos f(z) — +o0o (x — +00) si

VK>03IMeR: z€A, z>M = f(z)> K.

» Diremos que f diverge a —co en 400 y escribiremos f(z) — —oo (z — +00) si

VK<03IMeR: z€A, z2>M = f(r)<K.

Proposicion 4.45. Sea f: A — R con A no mayorado. Son equivalentes:
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(i) f(z) = 400 (x — +00).
(ii) Para toda sucesién {z,} C A con {x,} — 400, se tiene {f(x,)} — +oo.
(iii) Para toda sucesién {z,} C A creciente y no mayorada, se tiene {f(zy)} — +oc.

La nocién de divergencia a 00 en —oo se obtiene de forma analoga, al igual que la caracterizacién
mediante sucesiones.

Definicion 4.46. Sea f : A — R con A no estd minorado.
w f(z) > 4o (x— —0)siVKERIMeR: z€A, <M = f(z)>K
» f(z) > —o0(x—= —o0)siVKeERIMeR: z€ A, <M = f(zr)<K.
Proposicion 4.47. Sea f: A — R con A no estd minorado. Son equivalentes:
(i) f(z) = 400 (x = —o0).
(ii) Para toda sucesiéon {z,} C A con {z,} — —oo, se tiene {f(xy)} — +o0.
(iii) Para toda sucesion {z,} C A decreciente y no minorada, se tiene { f(z,)} — +o0.

Nuevamente, cambiamos “> K” por “< K" para la divergencia hacia —oc. |

Finalmente, vemos que podemos transformar un limite en 400 con uno en —oo y viceversa,
ademas de transformar cualquiera de ellos en un limite lateral en 0.

Proposicién 4.48. Sean A C R no mayorado, f: A — Ry L € R. Admitimos también que L
pueda ser el simbolo +00 0 —o0.

(a) Consideramos g : —A — R dada por g(x) = f(—z) para todo x € —A. Entonces
f(x) = L (x = +00) <= g(z) =L (z— —o0).
Esto suele escribirse de forma mas directa como
f(z) > L (x = —00) <= f(—z)—= L (xv— +00).
(b) Sean B={y Rt : 1/ye€ A} y h: B— R dada por h(y) = f(1/y). Entonces 0 € B" y

f(x) = L (x = +00) <= h(y) =L (y—0"),

es decir,
f(x) = L (x = +o00) <= f(1)y)—= L (y—07).

Combinando (a) y (b) podemos transformar un limite en —oo en un limite en 0 por la izquierda.

Demostracién

FEsta demostracion no se vio en clase.

(a) Sea {z,} C A con {x,} — +oo, entonces {—z,} C —Ay {—z,} — —o0. Asi,
{f(zn)} — L equivale a {g(z,,)} — L. El otro sentido se hace de forma idéntica.
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L

(b) (=) Sea {y,} C B una sucesién con {y,} — 0. Entonces, y% € Ay {yn} — +oo.

Por tanto {f (yin)} = h(yn) — L.

(<) Reciprocamente, si {x,} C A con x,, — +00, entonces existe m € N de forma que

x, > 0 para n > m. Entonces, para n > m se tiene {i} C A, {ﬁ} — 0. Por tanto,

{f(an)} = {n(;,)} = L.

| Ejemplo

be

Problema. Determinar razonadamente si existe

lim z e/~.
x—0

Resolucién. Tenemos que Dom(ze'/*) = R*, que se acumula a la izquierda y a la

derecha de 0. Por tanto, podemos estudiar los limites laterales x — 07 y x — 0.

Usamos el cambio y = 1/z, de modo que

Limite por la izquierda. Si x — 0~ entonces y = 1/z — —o0 y

Y
7 7 6

lim ze'/* = lim — =0.

x—0~ Yy——o0 Yy

Limite por la derecha. Si x — 0T entonces y = 1/x — 400 y

ey
— — +00,
Y

1/x

lo que nos da ze!/* — 400 cuando x — 0.

Como uno de los limites laterales no existe, el limite no existe.

.

Nota. En el ejemplo anterior hemos usado que

lim — =0 (a>1, p>0).

Hasta ahora solo hemos justificado esta afirmacién cuando r = n € Ny p € N. La
version general con x € R se demostrard mas adelante, cuando dispongamos de una

definicién rigurosa de las funciones exponencial, logaritmo y potencia. Mientras tanto,

la daremos por conocida para poder presentar ejemplos no triviales de la utilidad del

cambio de variable.

4.5 Propiedades de las funciones continuas

Estudiaremos dos resultados fundamentales sobre funciones continuas en intervalos reales. El
primero afirma que si una funcién continua toma dos valores dentro de un intervalo, entonces
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toma también todos los valores intermedios; dicho de otro modo, las funciones continuas
transforman intervalos en intervalos. El segundo identifica un caso especialmente importante: si
el intervalo de partida es cerrado y acotado, su imagen también lo es; en particular, la funcién
alcanza un maximo y un minimo. Este puede considerarse el primer resultado de optimizacién
que se vera en el curso de calculo.

Empezamos con una sencilla observaciéon: si una funcién continua es positiva en un punto, se
mantiene positiva en un pequeno entorno de dicho punto. A esto se le llama propiedad de
conservacion del signo.

Proposiciéon 4.49. Sea f : A — R una funcién continua en un punto x € A. Si f(x) > 0,
entonces existe § > 0 tal que, para todo y € A con |y — x| < 4, se tiene f(y) > 0. Andlogamente,
si f(x) <0, entonces existe 6 > 0 tal que |y —z| < d = f(y) <O0.

Demostracién

Si f(z) > 0, tomando € = f(z) en la caracterizacién (¢ —¢) de la continuidad, existe
d > 0 tal que |y — z| < 0, entonces:

f@) —f@) < fle) = —fl@)<fly)-fl@) = [fly) >0

El caso f(z) < 0 se reduce al anterior aplicindolo a — f, que es continua en z y verifica
(—f)(a) > 0. O

N J

Teorema 4.50 (de los ceros de Bolzano). Sean a,b € Rcona < by f:[a,b] - R una
funcién continua tal que f(a) < 0y f(b) > 0. Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracion

Sea C' = {z € [a,b] : f(z) < 0}. El conjunto C es no vacio (contiene a a) y esta
acotado, luego podemos considerar ¢ = sup C' € [a, b]. La idea es probar que f(c) = 0.

fla)|<0

Razonamos por reduccién al absurdo: si f(¢) < 0, entonces por conservacién del signo
existe un 6 > 0 tal que si « € [a,b] y |z —¢| < d = f(x) < 0. Nos damos cuenta de
que ¢+ 6 < b, pues si se tuviera ¢ < b < ¢+ § entonces f(b) < 0, que contradice
nuestra hipétesis f(b) > 0. Si tomamos x € (¢, ¢+ §) obtenemos un z € [a,b], z > ¢,
con f(x) < 0, que contradice que ¢ sea el supremo de C.

Supongamos ahora que f(c¢) > 0, de nuevo por conservaciéon del signo existiria § > 0
tal que |z —¢| < 6 = f(z) > 0. Entonces, todos los puntos de x € C' deben cumplir
|x — ¢| > §. Ademés, como ¢ es el supremo de C, también ha de darse x < ¢, es decir,
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|x — ¢| = ¢ — . Combinando esta informacién tenemos que
reC=x<c—0.

Esta desigualdad nos dice que ¢ — § es un mayorante de C', lo cual es imposible porque
c—0<ec.

Concluimos f(c) = 0. [ |

L J

Por supuesto, el teorema sigue siendo cierto si f(a) > 0y f(b) < 0, ya que basta con aplicar la
versién anterior a —f.

Ademaés, el teorema de Bolzano puede trasladarse para encontrar valores de f entre f(a) y f(b),
siempre que estos sean distintos. La forma clasica de enunciar esta propiedad es la que sigue:

Teorema 4.51 (del Valor Intermedio). Sea f: A — R una funcién continua. Si I C A es un
intervalo, entonces f(I) es un intervalo. Esto es, si a, § € f(I) con o < § entonces [, 5] C f(I).

Demostracion

Basta comprobar que si a, f € f(I) con a < Sy X € (o, ), entonces A € f(I).

Sean z,y € I tales que f(xz) =ay f(y) = . Como f(z) # f(y), no puede darse z = y.
Asi pues, distinguimos casos segtn el orden de z e y.

Si x < y, consideramos [z,y] C I y la funcién continua ¢(t) = f(t) — A en [z,y]. Se
tiene g(z) =a— A <0y g(y) = 58— A > 0. Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (x,y)
con g(c) =0, es decir, f(c) =X € f(I).

El caso y < z es idéntico usando [y, z| y la funcién g(t) = A — f(t). [ |

N J

El teorema anterior motiva la siguiente definicién:

Definicién 4.52. Sea I un intervalo no trivial y f : I — R. Decimos que f tiene la propiedad
del valor intermedio si, para todo subintervalo J C I, f(J) es un intervalo.

Por supuesto, si f: A — R es una funcién continua e I C A es un intervalo no trivial, entonces
f|r satisface la propiedad del valor intermedio, ya que f|; sigue siendo continua para todo
J C 1,y por tanto f|;(J) = f|;(J) es un intervalo por el teorema del valor intermedio.

Lo interesante de esta distincién es que el reciproco no es cierto; existen funciones que satisfacen
la propiedad del valor intermedio sin ser continuas, aunque en estos momentos no disponemos
de las herramientas necesarias para definirlas de forma sencilla. Queda pues prometido este
contraejemplo para capitulos posteriores del curso.

Lo que si podemos ver sin apenas esfuerzo es que no es suficiente con que f(I) sea un intervalo
para que f: I — R tenga la propiedad del valor intermedio:

-

Contraejemplo. Sea f : [0,1] — R dada por

) 1—2 size(0,1],
f(m)—{ 0 siz =0.
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Tenemos de forma clara f([0,1]) = [0,1), que es un intervalo, Sin embargo, tomando
J=10,3] C I, se tiene f(J) = {0} U [% 1), que no es un intervalo.

Por otro lado, la hip6tesis de que I sea un intervalo es fundamental para garantizar que f(I) es
un intervalo para una funcién continua f, como ilustra el siguiente resultado:

Proposicion 4.53. Si A C R no es un intervalo, existe una funcién continua f : A — R tal
que f(A) tiene exactamente dos elementos.

Demostracion

FEsta demostracion no se vio en clase.

Como A no es un intervalo, existen z,y € Ay z € R\ A con z < z < y. Definimos
fi:A—Rpor
t—z
t)=— vVt e A.
El denominador no se anula (porque z ¢ A) y f es cociente de funciones continuas,
luego es continua en A. Ademds |f(t)| = 1, asi que f(t) € {—1,1} para todot € A, y

como f(y) =1y f(x) = —1, resulta f(A) = {—1,1}. [ |

. J

Como motivaciéon para la segunda propiedad fundamental de las funciones continuas, nos
preguntamos si, en el teorema del valor intermedio, puede conocerse el tipo de intervalo f(I) a
partir del tipo de I. En general no hay relacién: por ejemplo, una funcién constante transforma
cualquier intervalo en un intervalo cerrado y acotado formado por un tnico punto, por lo que la
acotacion de f(I) no nos da ninguna informacién sobre la de 1.

Un ejemplo menos trivial es la funciéon f : R — R dada por

fz) =

x
1+ |z|

No es dificil demostrar que f es continua e inyectiva con f(R) = (—1,1), y su inversa, que es la
funcién f~1:(—1,1) — R dada por

1
1 — |yl

) =

también es continua y envia el intervalo acotado (—1,1) en R, que no estd ni mayorado ni
minorado.

Tampoco se conserva ser abierto o cerrado: el valor absoluto lleva (—1,1) a [0,1), y con
I =[1,400)y f(z) =1/x aparece f(I) = (0,1], que no es cerrado.

Sin embargo, hay un caso que si se preserva: cuando I es cerrado y acotado, también lo es f(I).
Esto es precisamente el contenido del teorema de Weierstrass.

Teorema 4.54 (de Weierstrass). Sean a,b € R con a < by sea f : [a,b] — R una funcién
continua. Entonces, el intervalo f([a,b]) es cerrado y acotado.
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Demostracién

Empezamos probando que f([a,b]) es un conjunto acotado, es decir, que el conjunto
{lf(z)] : € [a,b]} estd mayorado.

Razonamos por contradiccion: si no estd mayorado, para cada n € N existe z,, € [a, b] tal
que | f(xy)| > n. Como {z,} es una sucesién acotada, el teorema de Bolzano-Weierstrass
nos proporciona una sucesién parcial convergente: {7, ()} — = € R.

Como a < x, < b para todo n, es claro que z € [a, b], lo que nos permite usar que f es
continua en z, para concluir que {f(74(,))} — f(x). Pero esto es una contradiccion,
ya que |f(2s(n))| > o(n) > n para todo n € N, luego {f(z,(n))} — +oo.

Sabido que el intervalo J = f([a,b]) estd acotado, tomamos o = inf J, § = supJ y
tenemos (a, ) C J C [a, 8], luego bastard probar que a, 3 € J para concluir que
J = [a, ], un intervalo cerrado y acotado.

Para cada n € N, puesto que o + 1/n no es minorante del conjunto f([a,b]), por
definicién de infimo existird un y, € [a,b] verificando que o < f(yn) < a + 1/n.
Obtenemos asi una sucesion {y,} de puntos de [a,b] tal que {f(y,)} — a.

Aplicando aqui una vez mas el teorema de Bolzano—Weierstrass, obtenemos una sucesién
parcial {yT(n)} — y € [a,b]. Puesto que f es continua en el punto y, deducimos que

{fWrm))} — f(y). Ahora bien, {f(y-(,))} es una sucesién parcial de {f(y,)}, luego
{f(Yr(n))} = @y concluimos que a = f(y) € f([a,b]), como queriamos.

Para comprobar que también 3 € f([a, b]) se razona de manera completamente andloga.
[ |
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Al igual que hicimos con sucesiones, definimos a continuacion la monotonia de una funcién de
la forma que cabria esperarse. Veremos entonces dos resultados que relacionan la monotonia
de una funcién y su continuidad, y como consecuencia, un tercero que nos permite deducir la
continuidad de la funcién inversa de una funcién inyectiva.

Definicion 4.55. Sea f: A — R. Diremos que f es

» crecientesi: x,y € A,z <y = f(z) < f(y).

» estrictamente creciente si: x,y € A, z <y = f(z) < f(y).

» decreciente si: z,y € A, x <y = f(x) > f(y).

» estrictamente decreciente si: x,y € A, z <y = f(z)> f(y).

= mondtona si f es creciente o decreciente.

= estrictamente mondtona si f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
Es facil observar que las tinicas funciones crecientes y decrecientes a la vez son las constantes.

Notese también que una funcién es estrictamente mondtona si es mondtona e inyectiva.

Para trabajar con comodidad, dado B C A, decimos que f es creciente en B si f|p es una
funcién creciente, con idéntica definicién para las otras 5 propiedades vistas.

Por ejemplo, la funcién valor absoluto = — |x| es decreciente en (—oo, 0] y creciente en [0, +00),
pero no es mondtona en R.
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Sabemos que toda funcién estrictamente monétona es inyectiva. A poco que se piense, el reciproco
es falso en general. Sin embargo, podemos obtenerlo bajo ciertas condiciones adicionales.

Teorema 4.56. Sea [ un intervalo y f: I — R una funcién continua e inyectiva. Entonces f
es estrictamente mondtona.

La demostraciéon de este resultado es técnica, y conviene dividirla en varios pasos para que sea
maés facil de leer y comprender.

Lema 4.57 (Lema 1). Dados a,b € R con a < b, si f : [a,b] = R es una funcién continua e
inyectiva, tal que f(a) < f(b), entonces f(a) < f(x) < f(b) para todo z € [a,b].

Demostracion del lema

Razonemos por reduccién al absurdo:

Si f(z) < f(a), aplicamos el teorema del valor intermedio a f/|(, 5 que es continua y
toma los valores f(x) y f(b), luego debe tomar también el valor intermedio f(a). Por
tanto, existe z € [z, b] tal que f(z) = f(a), pero esto contradice la inyectividad de f,
ya que a # z.

Andlogamente, si fuese f(z) > f(b) aplicaremos el teorema del valor intermedio a
flla,z], obteniendo z € [a, ] con f(z) = f(b), contradiciendo otra vez la inyectividad
de f. |
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Lema 4.58 (Lema 2). La funcién del Lema 4.57 es creciente.

Demostracion

Dados z,y € [a,b] con x < y, por el primer lema tenemos f(x) < f(b), de hecho
f(z) < f(b), yaque x < by f es inyectiva. Pero ahora podemos aplicar el mismo lema
a fl[z,, que es continua e inyectiva, con f(x) < f(b), obteniendo f(z) < f(y), como
queriamos. [ |

| J
Demostracion del teorema

FEsta demostracion no se vio en clase.

Basta probar que f es monétona, pues de la inyectividad se deduce que la monotonia
es estricta. Empezamos observando que el Lema 4.58 nos resuelve directamente el caso
en que [ es un intervalo no trivial cerrado y acotado [a, b].

En efecto, si f(a) < f(b), entonces aplicamos el resultado al pie de la letra. Si en
cambio f(a) > f(b), aplicamos dicho lema a la funcién — f. Por supuesto, f(a) = f(b)
no puede tenerse ya que f es inyectiva.

Vamos al caso general: I es un intervalo arbitrario y f : I — R es continua e inyectiva.
Razonando por reduccion al absurdo, si f no es mondtona, existen x1,y1, T2,y € I
tales que:

1 <y, x2<y2, flz1)> fly1), f(x2) < fly2)
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Escribiendo a = min{zy,z2} < méx{y1,y2} = b, por ser I un intervalo, tenemos
[a,b] C I, lo que permite considerar f|,, que es continua e inyectiva. Como
x1,Y1,%2,y2 € [a,b], dicha funcién no puede ser mondtona, lo cual contradice di-
rectamente lo demostrado en el paso anterior. |
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De la monotonia de una funcién también puede pasarse a la continuidad. El siguiente resultado
no requiere que f esté definida en un intervalo, pero si que lo sea su imagen.

Teorema 4.59. Si f: A — R es una funcién monétona, y f(A) es un intervalo, entonces f es
continua.

Demostracion

Esta demostracion no se vio en clase.

Podemos evidentemente suponer que f es creciente, pues en otro caso bastaria usar la
funcién — f, cuya imagen también es un intervalo.

Fijado x € A, para probar que f es continua en el punto z, tomamos una sucesién
mondtona {z,} de puntos de A tal que {x,,} — = y bastara ver que {f(xz,)} — f(z).
Cubriremos solo el caso en que {x,} es una sucesion creciente, pues el otro se sigue de
un razonamiento enteramente analogo.

Por ser {x,} creciente, para todo n € N tenemos x,, < z,+1 < z, luego f(z,) <
f(znt1) < f(x), ya que f es creciente. Por tanto, la sucesién {f(x,)} es creciente y
mayorada por f(z), luego convergente. Escribimos
L= 1 .
ol f @)

En principio tenemos que L < f(x), pero en seguida vemos que suponer que L < f(x)
nos lleva a una contradiccién.

En efecto, si tomamos un y € R tal que L < y < f(x), tenemos f(x1) <y < f(z) v,
usando que f(A) es un intervalo, deberd existir a € A tal que f(a) =y.

Si fuese x < a el crecimiento de f nos daria f(x) < f(a) =y, que no es cierto. Pero si
se tuviese a < x, como {x,} — x, podriamos tomar m € N tal que a < z,,, con lo que
y = f(a) < f(xm) < L, que tampoco puede ser cierto.

Hemos demostrado que L = f(x), es decir, {f(z,)} — f(x) como queriamos.
|
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Conviene resaltar que, en el teorema anterior, el conjunto A no tiene por qué ser un intervalo.

Para una funcién continua e inyectiva, es natural preguntarse si la inversa también sera continua.
Usando la relacién entre las graficas de f y de f~! es facil convencerse de que esto no tiene por
qué ser siempre asi.

Sean A =1[0,1[ U {2}y f: A — R dada por
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El caracter local de la continuidad nos dice inmediatamente que f es continua, y también es
facil comprobar que f es inyectiva, con f(A) = [0,1]. La inversa f~!: [0,1] — R viene dada por

() = y, y€l01]
2, y=1.

Tomando la sucesién {y,} con y, =1 — 1 se tiene {y,} — 1 pero {fH(yn)} = {yn} = 1 #£2=
f~(1). Por tanto, f~! no es continua en 1. Las graficas ayudan a visualizar que f es continua
mientras que f~! no lo es:

Y T
2 2 °
1 ° 1 >
\ 1 2 ! 1 2 Y
Gréfica de f Gréfica de f~1

Como podemos adivinar, esta situacién es posible porque A no es un intervalo. El resultado al
que queremos llegar afirma que, siempre que A sea un intervalo y f continua e inyectiva, f~!
también serd continua. Para ello, necesitamos un resultado preliminar que es interesante por si
mismo.

Proposicién 4.60. Si f : A — R es una funcién estrictamente creciente, entonces =1 : f(A) —
R también es estrictamente creciente. Si f es estrictamente decreciente, f~! también lo es.

Demostracion

FEsta demostracion no se vio en clase.

Supongamos que f es estrictamente creciente. Tomamos u,v € f(A) con u < vy sean
r = f~Yu), y = f~1(v). Si fuese y < z, aplicando que f es creciente tendriamos
v = f(y) < f(z) = u, que es una contradiccién, luego deberd ser = < y, es decir,
f~Yu) < f~(v). Esto prueba que f~! es estrictamente creciente, como queriamos.
En el caso de que f sea estrictamente decreciente, se razona de forma enteramente
analoga. |
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Teorema 4.61. Si I es un intervalo y f : I — R es estrictamente monétona, entonces f~! es
continua. En particular, si f es continua e inyectiva, entonces f~! es continua.

Demostracion

Esta demostracion no se vio en clase.

En efecto, acabamos de ver que f~!: f(I) — R también es estrictamente mondétona,
pero su imagen es un intervalo, ya que f~(f(I)) = I, luego f~! es continua. [ |
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