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Capitulo 3

Series

Al estudiar una sucesién de nimeros reales {x,} surge de forma natural una nueva idea: la de
sumar todos sus términos. Para ello podemos considerar las sumas finitas

X, (:C1+:L‘2)7 ($1+$2+IE3), sy ($1+$2++£Bn),

Si esta nueva sucesién converge, es plausible interpretar su limite como la suma infinita de los
términos de {x,} a la que querfamos dar sentido.

Definicién 3.1. Dada una sucesién de ntiimeros reales {x, }, la serie de término general {x,}
es la sucesién de sumas parciales

{Sn} = zn: Tk ¢
k=1

v la denotaremos simplemente Z Tp.

n>1
Con esta definicién queda claro que las series no son un objeto nuevo; son sucesiones cuyo
término general se obtiene sumando los términos de otra sucesiéon. Por tanto, podemos hablar
de nociones como convergencia, acotacién y monotonia de series simplemente trasladando las
correspondientes definiciones para sucesiones.

Definicién 3.2. Decimos que la serie Y, <, x,, es convergente si {S,} converge; en tal caso
llamamos a su limite la suma de la serie, y lo denotamos por

o0
lim S,, = E T
n=—oo m

n=1

que recuerda la idea de que estamos sumando los infinitos términos de la sucesién {x,,}.

En el estudio de una serie intervienen dos sucesiones, asi que conviene fijar una notacién que
indique claramente a cudl nos estamos refiriendo. La sucesién cuyos términos estamos sumando,
{z,,}, la llamaremos término general de la serie, y los propios términos de la serie Y, <
se denotaran las sumas parciales {S,}. Como ya hemos mencionado, al limite de la serie lo
llamaremos suma de la serie, también para diferenciarlo del posible limite de {x,}, del que
hablaremos enseguida.

Por tanto, si decimos que )_,,~; Z,, es una serie de términos no-negativos, nos referimos a que
Ty > 0 para todo n € N. Esta propiedad se traduce inmediatamente en que la sucesiéon de sumas
parciales es creciente.
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3.1 Ejemplos de series

Acabamos de ver que toda serie es, por definicién, una sucesién. Ademas, el reciproco también
es cierto: cualquier sucesién puede verse como una serie. Por tanto, series y sucesiones no son
mas que dos puntos de vista diferentes para estudiar el mismo concepto matemaético. La utilidad
del primero quedara de manifiesto mas adelante.

Dada una sucesién {y,}, adoptamos por convenio yo = 0 y definimos
Tn =Yn —Yn-1 Vn €N,

Entonces
n n
Sn=> ap= (r—yr—1) =1+ @2—y)+Ws—y2)+ - Yn=yYn YneN
k=1 k=1

Asi, estudiar la sucesion y,, equivale a estudiar la serie », - (yn — Yn—1)-

Merece la pena dar un nombre a las series cuyo estudio se reduce a considerar una tnica sucesién
en la forma que hemos discutido anteriormente.

Definicién 3.3. Diremos que una serie ) - x, es telescopica si su término general puede
escribirse de la forma
Ty =Yn+l —Yn VN > 1.

para alguna sucesién {y, }. En ese caso, el estudio de >, - =, equivale al de {y,4+1 — 1}

| Ejemplo

s N

Problema. Estudiar la convergencia de la serie de Mengoli

1
Zn(n—l—l)'

n>1

Resolucion. Observamos que

1 1 1

nn+1) n n+1

Por tanto, las sumas parciales son

" /1 1 1
S, = -] =1- .
;(k k—l—l) n+1

Luego {S,} — 1y la serie es convergente con

> 1
2

n=1

.

Si bien series y sucesiones son conceptos equivalentes, muchos de los ejemplos de sucesiones mas
importantes que apareceran en el Anélisis Matematico vienen en forma de series. A menudo, no
hay una forma cémoda de obtener una férmula general para la sucesién de sumas parciales de
una serie, por lo que nos centraremos en la informacién sobre la serie ), ~; x, que podamos
obtener a través de su término general {z,}. -
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Un primer hecho bésico es que, si {2, } no converge a 0, la serie 3, - 2, no puede ser convergente.
De forma equivalente:

Proposicién 3.4. Si la serie Y, -, , es convergente, entonces {x,} — 0.

Demostracion

Sea S, = Y p_;x la sucesién de sumas parciales. Si la serie converge, entonces
{S,} — S € R. Para n > 1, podemos escribir

:Iin+1:Sn+1—Sn—>S—S:O,

luego {z,,} — 0. [ |

\ J

En términos de sucesiones, tendriamos que necesariamente la sucesién de diferencias {y, —
Yn—1} — 0 (0 equivalentemente {y,+1 — yn} — 0). Es natural preguntarse por el reciproco, esto
es, si {ynt+1 — yn} — 0 implica que {y,} es convergente. Esta es una pregunta interesante sobre
sucesiones que no nos habriamos hecho de no haber adoptado el punto de vista de las series.

Naturalmente, el reciproco es falso: {z,} — 0 no es suficiente para que >, < x, sea convergente.
Veremos enseguida un ejemplo importante.

Proposicion 3.5. La serie armonica
>

n>1 n

diverge positivamente.

Demostracién

Sea {H,} la sucesién de sumas parciales, esto es,

Como % > 0, la sucesién {H,} es creciente. Probamos que no estd acotada mostrando,
por induccién en n € N, que

n
Para n =1 es claro: 1 1
Hy=14+4-=14—-.
2 + 7 + 5

Supuesto cierto para n, entonces
20 1 +1
n n
Hyni1 = Hon - 2> 1+ = 22" —2M). =1 .
gt 2+k§+1k_<+2>+( ) g = 1+

Concluimos que Han — +00, por lo que {Hy,} no esta acotada. Como ademés es {H,,}
creciente, tenemos también H,, — +o0. |

N J

Fijado x¢ € R, puede interesar que las sumas parciales de una serie arranquen en xg, esto es, en
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n = 0. Denotamos por ), -2, a la serie cuyas sumas parciales son

n—1 n
Sn = ka = ka,l, n>1.
k=0 k=1
En vista de la identidad anterior, esta claro que }_,~o%n = > ,>1 Zn—1, ¥y se cumple

§n+1 :wO_"STw n = 17

de donde es claro que la convergencia de }_, -2y, equivale a la de 3°, -, p,, y si ambas son
convergentes se tiene ademas

[e.e] o0 oo
nILHgOSn: Zazn: an,l =x0+ Zzn
n=0 n=1 n=1

Definiciéon 3.6. Dado a € R, llamamos serie geométrica de razén a a

dah=1+a+a’+--
n>0

cuyo término general es {a"}.
Como a" — 0 solo si |a| < 1, una condicién necesaria de convergencia es |a| < 1. Vemos

inmediatamente que el reciproco también es cierto:

Proposiciéon 3.7. Si |a| < 1, la serie geométrica de razén a es convergente y

[e.9]

E a" =
n=0
Demostracion

Paran € Ny a # 1, la formula de la suma de los n primeros términos de una progresion
geométrica es de sobra conocida, y puede demostrarse facilmente por induccion:

Za 1—a"

1—-a

Si |a| < 1 entonces {a"} — 0, y por tanto

0o _

, ., 1—a" 1
g a” = lim E a¥ = lim —— = .
n—o00 n—oo 1 —q 1—a
n=0 k=0

. J

También resulta util poder cortar los primeros términos de una serie. Fijado p € N, la serie
> n>p+1 Tn 1O €s mas que la sucesién de sumas parciales

ptn

= > ap= mep,

k=p+1
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de modo que estamos considerando la serie }, 1 Zn+p. Las sumas parciales de 3>, 1 Tn ¥
> n>1 Tn satisfacen la relacion

ptn

n = Z ij:Sp—i-n_Sp’

k=p+1

de donde es evidente que >, .1 T, converge si, y solo si, converge »_,,~1 Tn, y en tal caso, sus
sumas verifican

0 P 00
Z Ty = Z T + Z Ty
n=1 k=1 n=p+1

En resumidas cuentas, el cardcter de una serie (convergente o divergente) no cambia al
eliminar un ndmero finito de términos.

Una sencilla consecuencia del dlgebra de sucesiones convergentes nos permite ampliar facilmente
nuestro catdlogo de series convergentes.

Proposicién 3.8. Sean ), -1 Tn ¥ 2,1 Yn series convergentes y «, 3 € R. Entonces la serie
> n>1(axy + By,) es convergente y

) oo oo
Z(O‘xn“"ﬁyn) = O‘an+52yn-
n=1 n=1 n=1

Demostracién

Para n € N, definimos

n n n
anzx/ﬁ Ynzzyka Zaxk+6yk —OéX +/3Y
k=1 k=1 k=1

Como {X,,} y {Y,} convergen, también converge {Z,} y

lim Zn—ath —|—ﬁhmY

n—oo

Esto prueba la convergencia de Zn21(0zxn + Byn) vy la identidad anunciada. |

u J

| Ejemplo

>

Problema. Demostrar que la siguiente serie es convergente y calcular su suma

2n—1 4 3n+1
n>1 o

Resolucion. Por linealidad de las series y la féormula de la geométrica:

gn—l 4 gntl 1 2\ 1 9 3\"1 1 1 9 9 29
S =2 (5) +5§1<5> =5 Tzt T3 3Tz 6

n>1 n>1 -5
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3.2 Criterios de convergencia para series de términos no nega-
tivos

En lo que sigue trabajaremos con series de la forma }, -4 a, con a, > 0. Este tipo de series

son sucesiones crecientes, ya que Sp+1 = Sy + ant1 > Sp para todo n € N; lo que simplifica su

estudio. De hecho, hemos visto que una sucesién creciente solo puede ser convergente o divergir
a 400, dependiendo de si estd mayorada o no.

Z an converge <= {S,} estd mayorada.
n>1

Por tanto, de la convergencia de una serie podemos deducir la de muchas otras a las que esta

mayora.

Proposicién 3.9 (Criterio de comparacién). Sean >, ~1 an y >_,,>1 by dos series con a, > 0,
b, > 0. Supongamos que existe p € N tal que a,, < b, para todo n > p. Entonces,

Z b, convergente — Z an convergente.
n>1 n>1

Demostracion

Por ser ), - b, convergente, estd mayorada, es decir, existe M € R tal que

> by <M VneN.
k=1

Sumando término a término la desigualdad 0 < ag4, < bjyp, para k =1,...,n, se tiene

n-+p

Zak+p<2bkﬂ,< Zbk<M

Al estar mayorada, la serie 3, > anyp = D ,>p41 Gn €8 convergente, lo que equivale a
la convergencia de la serie ), 1 ay. |

\ J

Si bien el anterior criterio de comparacién tiene utilidad en si mismo, su principal funcién es
permitirnos demostrar el siguiente, que es mas potente y practico.

Proposiciéon 3.10 (Criterio de comparacién por paso al limite). Sean a,, > 0y b, > 0 para
todo n € N, y supongamos que

(1) Si L >0, 3,51 an converge <= >, -1 b, converge.

(2) Si L=0y 3,51 by converge = 3_, - a, converge.

Demostracion

(1) Tomando € = L/2, encontramos un ng € N tal que, para n > ny,

L §

’a” ) — gbngangébn.
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Aplicamos el criterio de comparacién entre Y, <, %bn Y Y on>10n, v luego entre
Yon>1an Y Don>1 %bn, teniendo en cuenta que multiplicar una sucesién por una
constante positiva no afecta a su convergencia.

(2) Tomemos ¢ = 1. Entonces existe ng tal que, para n > ny, 32 < 1, es decir,
0 <ay, <by,. Si) ,~;b, converge, también lo hace ), ~; a, por el primer criterio
de comparacién. B

Nota: Si a, > 0 para todon € Ny {Z—:} — +00, entonces {2—"} — 0. Aplicando el

n

punto (2) intercambiando los papeles de 37, -1 an ¥ 3,51 by, tenemos:

si Z an converge — Z b, converge.
n>1 n>1

Por contrarreciproco, esta afirmacién es equivalente a

si an diverge — Zan diverge.

n>1 n>1

\

| Ejemplo

>

Problema. Estudiar la convergencia de la serie

n
2 d

n>1

1
Resolucién. Tomamos b, = —. Entonces
n

a 2 o 7’L2

n n*+3n+4

— = = — 1 (>0).
by, 1 n? +3n+4 ( )

n

Por el criterio de comparacién por paso al limite, la serie dada converge si y sélo si lo

hace >~ %, que es la arménica y diverge. Luego Y, < m diverge positivamente.

\

| Ejemplo

by

Problema. Para p € N con p > 2, la serie armdnica con exponente p es convergente.

1

—.
n>1 n
Resolucion. En primer lugar, veamos que podemos reducirnos al caso n = 2: si p > 2
y n € N, entonces de n? > n? se sigue que
1 1

0< — < —.
nP — n?




Capitulo 3. Series 8

Por el criterio de comparacion, si )~ # converge entonces también lo haran las de
exponente p para todo p > 2.

1
Sea b, = m Sabemos que la serie de Mengoli )~ b, es convergente, y se
n(n =
verifica .
= 1 1
G mr o _nntl) 1),
bn, — n n
n(n+1)

Por el criterio de comparacion por paso al limite, )~ # converge.

Observacion. Que la convergencia de dos series sea equivalente no significa en absoluto
que tengan la misma suma. Los criterios de comparacién miran el comportamiento
asintdtico (para n grandes), mientras que la suma depende de todos los sumandos,
incluidos los primeros. En particular, por comparacién, las series

1 1

2w Y e

n>1 n>1

son asintoticas la una a la otra (su caracter es equivalente), pero sus sumas no coinciden:

0o 1 o 1 2
I o e
“—n(n+1) —n 6

(La segunda igualdad requiere herramientas més avanzadas; por ejemplo, series de
Fourier.)

N

Teorema 3.11 (Criterio de la raiz para series). Sea a,, > 0 para todo n € N y supongamos
que { a,} — L > 0.

(1) Si L > 1, entonces {a,} + 0, y la serie 3_, > a,, diverge positivamente.

(2) Si L <1, entonces la serie ), ~; a, es convergente.

Demostracion

(1) Comprobemos que si {a,} — 0, entonces necesariamente L < 1. En efecto, si
an, — 0, existe m € N tal que, para n > m, se tiene 0 < a, < 1, luego

Ya, <1 Vn>m.

Pasando al limite, tenemos L < 1, como se buscaba.
(2) Tomando € > 0 de forma que 0 < L+ e < 1 (por ejemplo, ¢ = %), encontramos

un m € N tal que, para n > m, se tiene

|ay, — Ll <e = Yap,<(L+e) = a,<(L+e)".

La serie geométrica 3_, -1 (L + €)™ converge, ya que 0 < L +¢ < 1, de modo que
también lo hace >, -1 a, por el primer criterio de comparacion.
|
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Nota: Si L =1, el criterio anterior no decide:

1 1 1 1
{’ﬂ}%ly ngiverge, {@}%1}7 Zﬁconverge.

n>1 n>1

\ J

La combinacién del criterio anterior junto al criterio de la raiz para sucesiones nos da el siguiente:

Proposicién 3.12 (Criterio del cociente o de d’Alembert). Sea a,, > 0 para todon € Ny

supongamos que
{aﬂH } —L>0.
(279}

(1) Si L > 1, entonces a,, - 0, luego la serie > n>1an diverge.

(2) Si L <1, entonces la serie ), ~; a, es convergente.

| Ejemplo

e

Problema. Fijados ¢ € Ny 2 € R con > 1, la serie

es convergente.

q
L n
Resolucion. Sea a, = —. Entonces
T

n

1
— — < 1.
an, nizx x

e 1 1\¢
T
Por el criterio del cociente, la serie ), - a;, es convergente.

En particular, {a,} = {;—Z} — 0, que es un resultado de sucesiones que tuvimos que
demostrar por inducciéon usando el criterio de Stolz.

.

Aunque a priori puedan parecernos criterios equivalentes, no es dificil comprobar que el criterio
de la raiz puede decidir casos en los que el del cociente no lo hace. Consideremos

San a2t D

n>1 2"
Para n € N,
V34 (—=1)n %ﬁ si n es impar,
Van=""5"=Y i _
-5~ sines par.

1
En ambos casos { /a,} — 3 < 1, luego, por el criterio de la raiz, la serie es convergente. Sin
embargo,
any1 3+ (—=1)ntt si n es impar,

1
an 2B+ (=1)") i si n es par,
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de modo que el criterio del cociente no puede aplicarse.

| Ejemplo

e

Problema. Estudiar la convergencia de la serie

(n!)?
(2n)

Resolucién. Sea a, = . Claramente a, > 0 para todo n € N, y podemos

considerar el cociente

Any1 ((n+1)!)2(2n)! (n+1)(n+1) nZ+2n+1 1
- = = — — < L.
an (2n +2)! (n!)? (2n +2)(2n+1)  4n2 +6n + 2 4

Por el criterio del cociente, la serie es convergente.

.

Proposicién 3.13 (Criterio de condensacién de Cauchy). Sea {a,} una sucesién decreciente
con a, > 0 para todo n € N. Entonces

Z a, converge <— Z 2" aon converge
n>1 n>0

Demostracion

Consideramos las sumas parciales de cada serie:

n n—1
An:Zak, Bn:Z2ka2k n € N.
k=1 k=0

Empezamos mostraremos por induccion que, para todo n € N,
Agn_1 < B, < 2A90-1. (1)
A partir de esta cadena de desigualdades deduciremos facilmente que {4,} estd

mayorada si y solo si lo esta {B,,}.

Etapa base n = 1. Se tiene A1 = a1 < a1 = B < 2a1 = 2A4;.
Paso inductivo. Supongamos que 1 es cierta para n. Por ser {a,} decreciente, se
tiene que j < 2" <k = aj < asn < aj, y deducimos que:

2ntl_g 2n
Y oar < 2% =2-2"lagn < 2 Y ay, (2)
k=2n j=2n—141

donde hemos usado que la suma del primer miembro tiene 2" sumandos, y la del Gltimo
tiene 2"~ 1. Usando la hipétesis de induccién y (2) tenemos

antl_q
Agni1_y = Agn_1 + Z ap < Agn_q + 2"agn < By, + 2"agn = By,
fe=2n
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y también
2TL
Bn+1 =B, +2"%a9n < 2A9n_1 +2"agn < 2| Aogn_1 + Z aj | = 2A9n.
j=2n—141

Como {A,} y {B,} son crecientes, A, < Asn_1 < By, luego {A,} estd mayorada si
lo estd {B,}. Reciprocamente, si {4, } estd mayorada, entonces también lo estd su
subsucesién Agn-1, y por tanto B,,. |

N

Idea de la demostracion anterior

Esta demostracion no se vio en clase.

La clave son las dos estimaciones que se obtienen de la monotonia decreciente de {ay}:

antl_g on
Z ap < 2"agn, 2"agn < 2 Z a;.
k=2m j=2n—141

La primera condensa: en el bloque de 2™ sumandos sustituimos cada uno por el mayor
del bloque, asn. La segunda descondensa: repartimos el tinico término 2™as» en una
suma de 2™~ términos, cada uno > asn.

El mecanismo se visualiza comprobando el caso n = 4:

Ais =a1+ (a2 +a3) + (as +as + ag + ay) + (ag +ag + - - - + ais)
<aj + 2az +4a4 +8ag = By
< 2(a1 + az + (as + aq) + (a5 + ag + a7 + ag)) = 2A4s.

En la primera desigualdad cada bloque se condensa mayorando por su primer término;
en la segunda, 8ag se descondensa mayorando por as + ag + a7 + ag (y andlogamente
4ay por (ag + aq) y 2ag por a; + az).

Esto ejemplifica por qué Asn_1 < B, < 2Aon_41 y, por tanto, la equivalencia de
convergencia. |

- J

La convergencia de la serie arménica de exponente p € N podria haberse estudiado aplicando
un unico criterio, de la siguiente manera:

| Ejemplo

e N

Problema. Estudiar la convergencia de la serie arménica con exponente p,

1
Zﬁ’ pGN

n>1

Resolucién. Aplicamos la condensaciéon a a, = - (sucesion decreciente y positiva):

n
Z 2" agn = Z 2" _ Z (1_1>n
n>0 n>0 (271)13 n>0 2r
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Es una geométrica de razén 1/2P~1. Converge si p > 1y diverge si p = 1. Por el criterio
de condensacion, la serie }, > # converge para p > 1 y diverge (positivamente) para

p=1

| Ejemplo

s ~

Problema. Para g € N, estudiar la convergencia de

>
o1 nJyn
., 1 .
Resolucion. Sea a,, = = Entonces a, > 0y {a,} es decreciente, por lo que
nyn

podemos aplicar el criterio de condensacion. Calculamos

i _gn L1 (1Y
TS T onyn T g \al)

La serie condensada )~ 2"azn» es geométrica de razén 2-1/4 < 1, luego es convergente.
Por el criterio de condensacion, también converge la serie inicial

>

n>1

1

nyn

(Equivalente a la serie armonica de exponente 1 + % > 1.)

. J

3.3 Criterios de convergencia para series de signo variable

Hasta ahora hemos estudiado series de términos no negativos. Pasamos al caso general, y
consideramos series ), ~; x, con x, € R.

En primer lugar, nos damos cuenta de que el caso realmente nuevo es cuando aparecen infinitos
términos positivos e infinitos términos negativos, ya que:

(1) Si el conjunto {n € N: x,, < 0} es finito, existe m € N de forma que x,, > 0 paran > m, y
sabemos que la convergencia de >, ~; =, equivale entonces a la de

E Tn,
n>m
que es de términos no negativos.

(2) De forma andloga, si {n € N : z,, > 0} es finito, estudiamos entonces la 3_,, -, (—x5), que se
encuentra en las condiciones del punto (1).

Cuando ) ,~; x, tiene infinitos términos positivos e infinitos negativos, resulta natural comparar
la serie con 3,,~1 |7, 1o que nos lleva a la siguiente nocion:

Definicién 3.14. Dada una serie de nimeros reales )~ x,, diremos que es absolutamente
convergente cuando la serie de valores absolutos

>l

n>1
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es convergente.

Como la nomenclatura sugiere, toda serie absolutamente convergente es convergente. Este hecho
es una consecuencia del Teorema de completitud de R.

Teorema 3.15. Toda serie absolutamente convergente es convergente. Mas ain, si Y, < |Zy|
converge, entonces » ., ~; &, también converge y

o o
DIEAED AL
n=1 n=1

Consideremos las sumas parciales de ambas series: S, = >} Tk ¥ 0n = 21—y |Tk|
para n € N. Para p,q € N con ¢ < p,

P p
|Sp*5q|:’ Z xk‘g Z |zk| = 0op — 0g = |op — 04].
k=q+1 k=q+1

Noétese que la desigualdad anterior es obvia cuando p = q y, si p < ¢, basta intercambiar
las etiquetas de p y ¢. Por tanto, es valida para todo p,q € N.

Sabemos que {0, } converge, luego es de Cauchy. Por la desigualdad anterior, {5, }
también es de Cauchy y, por completitud de R, converge. Es decir, la serie >, - zp es
convergente.

Finalmente, como |S,| < o, para todo n y o, — > o2 |,|, pasamos al limite y

obtenemos
o o
’Z xn‘ < Janl-
n=1 n=1

. J

El reciproco no es cierto, y para entender por qué estudiaremos las series alternadas y el
criterio de Leibniz, que proporciona numerosos ejemplos de series convergentes que no lo son
absolutamente.

Definicién 3.16. Llamamos serie alternada a cualquier serie de la forma

Z(—l)"an 0 Z(—l)”“am

n>1 n>1
donde a,, > 0 para todo n € N.

Por ejemplo, la serie

recibe el nombre de serie armdnica alternada. Claramente, esta serie no es absolutamente
convergente, ya que »_ < % diverge, pero veremos enseguida que si es convergente.

Proposicién 3.17 (Criterio de Leibniz). Sea {a,} una sucesién decreciente con {a,} — 0.
Entonces la serie alternada
Z (=1)"an

n>1

es convergente.
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Demostracién

Sea S,, = Zzzl(—l)kak. Vamos a demostrar que S, es convergente probando que S9,_1
y S, convergen al mismo limite.

Usando que a,, es decreciente y a,, > 0, para todo n € N se tiene

Son—1 < Sop—1 + azp — a2p+1 = Son+1
——_———
>0

< Song1 + aopg2 = Sony2 = Sop —Q2n41 + aopg2 < Sop.

<0

En resumidas cuentas, hemos visto que So,—1 < Sont1 < Sopgo < Sy, Por tanto,
{Son_1} es creciente y {Sa2,} es decreciente. En particular,

Sl < Sgn_l < Sgn < SQ Vn € N.
Por ser sucesiones mondtonas y acotadas, son convergentes, pero es claro que
{SZn - SQn—l} = {a2n} — 0.

Esto nos da que So,, v S9,—1 tienen el mismo limite, y por tanto 5,, también converge
a dicho limite (recuérdese el ejercicio de la pagina 28). |

3.4 Convergencia incondicional

Complementamos este capitulo discutiendo sobre la pregunta que nos hicimos al principio: jes
realmente correcto interpretar la suma de una serie convergente como la suma de todos los
términos de una sucesion?

Hemos visto que en algunos casos la suma de una serie presenta ciertas propiedades de distribu-
tividad y de asociatividad. Nos preguntamos ahora por la posible conmutatividad en un sentido
muy general: si permutamos de cualquier forma los sumandos de una serie, jse mantiene la
convergencia y la suma de la serie sigue siendo la misma? Vamos a comentar algunos resultados
acerca de esta cuestion, sin entrar en las demostraciones.

Definiciéon 3.18. Una permutacion de los ntimeros naturales es una aplicacion biyectiva
7 : N — N. Dadas una sucesién {z,,} y una permutacién = de los niimeros naturales, podemos
formar la sucesién {z,(,)}, que consiste en reordenar los términos de {z,} segtn 7.

Pues bien, si la serie ) ,~;x, es convergente y la suma de series verificase la propiedad
conmutativa, la serie reordenada > -n>1Tx(n) deberia ser convergente y tener la misma suma que
la serie de partida. En principio esto no estd nada claro, ya que es dificil relacionar las sumas
parciales de ambas series.

Definicién 3.19. Se dice que una serie de ntimeros reales ), <, z, es incondicionalmente
convergente cuando, para cualquier permutacién 7 de los nimeros naturales, la serie reordenada

Y Ta(n)

n>1
es convergente.

Es claro que toda serie incondicionalmente convergente es convergente, pues basta tomar
m(n) = n para todo n € N. De hecho, se tiene la siguiente equivalencia:
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Teorema 3.20. Sea _,~; T, una serie de nimeros reales. Entonces, >~ z, es incondicional-
mente convergente si, y solo si, es absolutamente convergente. En tal caso:

Z:l :):W(n) = Z:l T

para toda permutaciéon 7w : N — N.

Como se ha dicho, no vamos a exponer con detalle la demostraciéon de esta equivalencia, pero si
vamos profundizar en un hecho que aparece tacitamente en el resultado anterior: si ), <z,
converge pero no lo hace absolutamente, podemos reordenar sus términos para formar una
sucesiéon divergente. Pero peor aun, incluso para las reordenaciones que dan lugar a series
convergentes, la suma que se obtiene depende de la permutacién de los niimeros naturales que
usemos. Este resultado se debe al matematico aleman Bernhard Riemann y puede enunciarse
coImo sigue.

Teorema 3.21 (Teorema de Riemann). Sea Y, -, =, una serie convergente, que no converja
absolutamente, y fijemos s € R. Entonces existen permutaciones 7y, m_ y 7 de los nimeros
naturales, tales que >_, > Tr () = +00, D 51 Trx_(n) — —00 y la serie >, -1 T () converge,

con
o0
D Trm) = 5
n=1

Dicho de forma mas intuitiva, toda serie convergente que no converja absolutamente, puede
reordenarse para que diverja positivamente, para que diverja negativamente, y también para
que converja a cualquier niimero real que queramos.

e ~

s s s 2 . —1ntl
Curiosidad: demostracién del Teorema de Riemann para >, -, )

n
Empezamos escribiendo sus términos positivos y negativos por separado.
1 -1

“or_1 T 5 (k € N).

Claramente {px}r — 0y {qx} — 0. Llamemos {Py} y {Qr} a las correspondientes
sumas parciales de k términos, esto es,

Pk

2’“: 1 P
Po=) 57— Qr=) -7, JEN
= 25 —1 = 23
Es facil ver que
~1¢&1
Qk‘zi - 7 —00, ¥ PkZ_an
2 el

luego { P} — +o0.
Fijemos s > 0 por simplicidad. Como { P} — +ocoy {Qr} — —o0, podemos definir

N ai
al—min{NEN:Zpk>s}, A1:Zpk,
k=1

k=1

N b1
blzmin{NeN:A1+qu<s}, B1=A1+Z%-
k=1 k=1
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Para cada q € N, las series } ;5,11 Pk ¥ 2k>q+1 2 tienen el mismo cardcter que las
originales, lo cual nos permite definir la ley de recurrencia

N An41
nt1 =min< N e N, N > a, : B, + Z pr>8p, Apy1=DBn+ Z Dk,
k=an+1 k=an+1
N bn+1
bngrt =minq NEN, N>by: A1+ Y. qu<sp, Bupi=Ansi+ >
k=b,+1 k=bp+1

Por definicién, {a,} y {b,} son sucesiones estrictamente crecientes. Ademas, a,, b, € N
para todo n € N, luego a,, > n 'y b, > n, lo que nos da que {a,} — +ooy {b,} = +o0.
Por tanto, en la reordenacién

P1y---3sPa1sqly---549bysPaj+1s++-3Pagrdby4+1s--+5qbgy - - -

aparecen todos los términos de (—1)"*!/n exactamente una vez. Por la eleccién de a,
y b, como minimos, la suma inmediatamente anterior a A, atin estd por debajo de s, y
la inmediatamente anterior a B,, estd por encima de s. Esto es:

An_pan§S<An7 Bn<5§Bn_an'
Por tanto,
0<A,—5s<ps, 0<s—B,<-—q,.

Como {pa, } v {q», } son subsucesiones de {p,} y {¢n}, también convergen a 0, lo que
nos da que {A,} — sy {Bn} — s.

Sean ahora {S),}, las sumas parciales de la reordenacién que hemos construido, y
pongamos By = 0 para hacer mas cémoda la notacién. Si m esta en el n—ésimo bloque

positivo, entonces
Bn—l S Sm S An

En cambio, si estd en el n—ésimo bloque negativo, entonces

En ambos casos,
min{anly Bn} < Snm < Ay,
donde n depende de m, y aumenta segin aumenta m. Teniendo en cuenta que
(a+0b)—la—1|
2 )

min{a,b} =

tenemos inmediatamente que min{B,_1, B, } — SJF%‘S_S‘ = s, luego {S;,} — s por el
teorema del sindwich, como queriamos probar.
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Idea para construir una reordenacién cuyas sumas parciales tienden a +oo.

Empezamos sumando términos positivos, en su orden y sin repetirlos, hasta superar
1, y anadimos después ¢;. Continuamos sumando los términos positivos no utilizados
hasta superar 2, anadimos ¢2, y asi sucesivamente. Exigimos que cada bloque positivo
contenga al menos un término, aunque la suma ya supere el objetivo al comenzar, para
tener una sucesion estrictamente creciente.

Si A, es la suma al terminar el bloque positivo de la etapa n, y B, = A, + ¢,, entonces
A, > n, B, >n+q, — +o0.

Durante el bloque positivo siguiente, las sumas parciales son mayores o iguales que B,
y al anadir g,41 la suma es Bj,11. Por tanto, todas las sumas parciales de esa etapa
satisfacen
Sm > min{By,, Bp+1} — +00.
Sm
Ay

As Bs

Como conclusién general, podemos decir que si la serie converge absolutamente, esté justificado
pensar que la suma de la serie responde a la idea intuitiva de sumar todos los términos de {zy}.
En particular, este es el caso de las series convergentes de términos no negativos. Sin embargo,
cuando ), -, T es convergente, pero no absolutamente convergente, esa idea intuitiva debe
manejarse con precaucioén.
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