Calculo I Hoja 4 - Tema 4

CURSO 2026/2027
Hoja 4

Funciones, limites y continuidad

Célculo I - 1.° del Grado en Matematicas y del Doble Grado en Ingenierfa Informatica y Mateméticas

1. Encuentra el dominio natural de las siguientes funciones:

22 —-5x+6

_\/11_7 (d) flz)= li)gx
— (f)  f(z) =log(a — 2%

B x
Vo
~ log

2. Sea f una funcién cuya grafica es la siguiente. Dibuja las graficas de las funciones indicadas.

Yy
2
1
-2 1 2 .
-1
-2
(@) g(z)=f(z+2) (b) h(z) = f(z)—1
(c) J(z)=f(l=]) (d)  k(z)=|f(=)|
(e) IUx) = f(2x) (£)  m(z) = f(1/z)
3. Estudia la simetria de las siguientes funciones:
(&) f@)=5— (b) fl2)=vVI-a?
() [flz)= si;az (d) f(z)=e""cosx
4. Consideramos las funciones
f(x) =cosx g(z) = {0’ vel=11,
’ x, x¢[-1,1]

a) Calcular f o g.
b) Calcular g o f.

5. Se consideran las funciones f(z) = 22, g(z) = €*, h(x) = cos .

a) Escribir la expresién analitica de las funciones fog, foh+hog, fogoh.
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b) Escribir en términos de operaciones con las funciones f, g, h las expresiones

COos T

y = e y:cos(ex—i—er), y = e*?.

6. Estudia cudles de las siguientes funciones son inyectivas en su dominio natural, hallando su inversa
en caso de que lo sean o, en caso contrario, dando un ejemplo de dos puntos con la misma imagen.

(a) f(x) =Tz 4 (b) f(x) = sin(7z — 4)
(© f@)=(@+1P+2 @ @)=
() flz) =123z +2 6 f@)= 5
(8) flx)=e* (b) f(x) =log(x +1)

7. Utilizando la formulaciéon en términos de € y 9, demostrar:

, 1 1 3 2x 1

R R
3 1

() lim-—=0 (d) limazsin—=0
x—0 ]x| z—0 x

8. Discutir la existencia de los limites siguientes y calcular su valor si es posible:

a2 +8 V1t —V1—=x
U O

Vi+x

2%(3 4 sinx)

Iim ————— d Ii

(c) 250 (x + sinx)? (d) S
— 1 2—x— 4

() 1 YE-TF! (f)  lim V2-ozo Vet

a—too /T + 1 — 1 a—-1  x?2+4r+3

2 + 3 x

1 h Ii

(g) $1£>I(1) T ( ) acigl* x2 —4
.|z —1] . , !

1 1 —
(1) wl—% rz—1 (J) aci>r(r)17L \/ESIH €
(k) lim(cos a:)l/sm2 v (1) lim cos L

z—0 z—0 2
Indicacién. En el caso (k), puede ser titil recordar que cosz = \/1 — sin? z para z suficientemente

préximo a 0.
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sinx
9. (*) Demostrar que h’nr(lJ —— = 1. Utilizar esta propiedad para calcular:
r—r x
t in(z? — 1
(a) lim 2 (b) 1 SRET =L
z—0 X rz—1 xr—1
(©) lim sin(tan x)
z—0 X

10. Encontrar las constantes a y b para las cuales

lim (\/m—aa:—b):

T—+00
11. Estudiar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

a) Si existen los limites lim, ., f(z) y limy—q(f(x) + g(z)), entonces existe el limite lim,_,, g(z).

)
b) Si no existen los limites lim,_,, f(z) y lim,_,, g(z), entonces no existe el limite lim,_,,(f(x)+g(x)).
¢) Silimg_, f(x) = ¢, entonces lim,_, | f(x)]| = |¢|.

) S

d

f(z) < g(z) para todo x # ¢, entonces, en caso de existir ambos limites,

lim f(z) < lim g(x).

Tr—C Tr—C

e) Si f(z) < g(x) para todo x # ¢, entonces, en caso de existir ambos limites,

lim f(z) < lim g(x).

Tr—C Tr—C

12. Sea f tal que lim,,, f(z) = 0, y sea g tal que |g(x)| < K para todo x, con K > 0. Demostrar
que lim,_, f(x)g(x) = 0. Estudiar si se puede debilitar de alguna manera la hipétesis sobre g.

13. Estudiar los puntos de discontinuidad y establecer, en su caso, el tipo de la misma para las
siguientes funciones (en el primer apartado, a € R):

{:U2, r€la—1,a),

a) f(z) = r+a, x€la,a+l]

—|sinz| —4, z<m,
b T) =
) 9(@) {\COS:U|—5, T > .

14. Estudiar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

a) Siuna funcién de R en R alcanza un maximo y un minimo en todo intervalo cerrado [a, b], entonces
es continua.

b) Siuna funcién f de R en R toma todos los valores comprendidos entre f(a)y f(b) en todo intervalo
[a, b], entonces es continua.

c) Si f:R — R es continua en 0 y satisface f(z +y) = f(z) + f(y) para todos z,y € R, entonces f
es continua en R.
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15. Dar un ejemplo de funcién definida sobre todos los reales que solo sea continua en los puntos 0 y
1.

16. Supoéngase que f y g son funciones continuas en [a,b] y que f(a) < g(a), pero f(b) > g(b).
Demostrar que f(x) = g(x) para algin = € (a,b).

17. Calcular todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:
(a) z—sinz—-5=0 (b)

18. Sea f(z) =sin(1/z), definida para = # 0.
a) Estudiar la continuidad de f.

b) Demostrar que f toma todos los valores comprendidos entre f(—1) y f(1) en [—1, 1]\ {0}, aunque
no esta definida en 0.

19. Sea f: R — R dada por

I EZ .’I]GQ,
f@) = {—x, z e R\ Q.

Estudiar en qué puntos de R es continua f.

20. Estudiar la continuidad de las funciones f, ¢ : R — R dadas por

-1 o= Z‘H o

Notacién. |z] denota la parte entera de z, es decir, |z| =max{k € Z: k < z}.
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