Calculo I: Grado en Ing. Informatica 2025/26 Examen extraordinario resuelto

CALcuLO I: GRADO EN ING. INFORMATICA 2025/26
Examen extraordinario resuelto
En Madrid, a 15 de junio de 2026.

Este examen consta de 5 ejercicios. La puntuacién maxima es de 15 puntos. A conti-
nuacion se reproducen los enunciados y se presentan soluciones redactadas con las técnicas
propias de la asignatura.

Ejercicio 1 (3 puntos)

Se considera la sucesion {z,} definida mediante la siguiente ley de recurrencia:

1'1:4,

JTn

$n+1:2 " .

(1) (0.5 p.) Demostrar que z,, > 0 para todo n € N.
(11) (1.5 p.) Probar que {x,} es mondétona decreciente.

(1) (1 p.) Razonar por qué {z,} es convergente y calcular su limite.

Solucion:

(1) Lo demostramos por induccién. En primer lugar, x; = 4 > 0. Supongamos ahora
que x, > 0. Entonces /x, > 0y, como n > 0,

N

> 0.

Tn41 = 2

(11) Como z,, > 0, probar z,,1 < x, es equivalente a demostrar que

Tni1

<1
I”n

para todo n > 1. Lo hacemos por induccion:

Paran =1,

X1 X1

VR

Supongamos ahora que, para cierto n > 2, se cumple x;—:l < 1. Entonces

n 1 n
an:w/:UH/(n—l— ): n_ [Ten g o
Tpi1 VZn/1 n+1\ z,

Por tanto, la sucesién es mondtona decreciente.
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(111) {z,} estd acotada inferiormente por 0 y es decreciente. Por tanto, el teorema de
convergencia mondtona garantiza que existe

lim z,, =¢>0.

n—oo

Tomando limite en la ley de recurrrencia, obtenemos directamente:

¢ =2V¢ lim 1 o

n—+oo n,

Alternativamente, podemos probar que ¢ = 0 usando que z,, es decreciente y
positiva, ya que de 0 < z,, < x; = 4 se deduce que

VI, 24
n

n

O<xn+1:2

Por el criterio del sandwich, {z,1} — 0.

Ejercicio 2 (2 puntos)

Sea f: R — R la funciéon dada por
«(2). wrro
rarctg | — ), sixz ,
fz) = z
0, six=0.

(1) (1 p.) Estudiar la continuidad de f en el punto x = 0.
(11) (1 p.) Estudiar la derivabilidad de f en el punto z = 0.

Solucion:

(1) Para todo x # 0 se tiene

1 T
rarctg <)‘ < |z|=,
x 2

ya que |arctgt| < w/2 para todo t € R. Como el miembro de la derecha tiende a 0
cuando x — 0, por el teorema del sandwich,

, 1
lim  arc tg (m) = 0= f(0).
Por tanto, f es continua en x = 0.

(11) Usamos la definicion de derivada:

f'(0) = flngtl) JC(h);f(O) = }Lim arctg <flz) :

—0

Sin embargo,
I t(l)—l’ tok =~ I t(1>—l’ Ty —
Jm arctg ) = lim arctgh =, Jm arctg{ o) = lim arctgh=—o.

Los limites laterales son distintos, por lo que el limite no existe. En consecuencia, f
no es derivable en x = 0.
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Ejercicio 3 (4 puntos)

Se considera la funcién f: (0,4+00) — R dada por

1
)

/()

z?

(1) (1 p.) Estudiar la monotonia de f y clasificar sus extremos relativos.
(11) (1 p.) Justificar que f tiene extremos absolutos en [1, €] y calcularlos.
(11) (2 p.) Estudiar el cardcter de la siguiente serie:

logn
> .

2
n>3 1

Solucion:

(1) Derivamos:
1—2logx
flla) = ——73—.
Como z? > 0 para z > 0, el signo de f'(x) coincide con el de 1 — 2log z. El tinico
punto critico satisface

T3

1-2logr =0 <= x=/e.

Por tanto,
f(z) >05si0<x<e, f'(z) < 0six>+e

Asi, f es creciente en (0,+/e) y decreciente en (y/e,+00). En x = /e alcanza un
maximo relativo, cuyo valor es

ey =BV _

e 2e
No tiene minimos relativos.

(11) La funcién es continua en el intervalo cerrado y acotado [1,e]. Por el teorema de
Weierstrass, alcanza en ¢l un maximo y un minimo absolutos. Comparamos los
valores en los extremos y en el punto critico:

FO)=0. FVR = fle=
Como . X
0< ] < %

el minimo absoluto estd en x = 1 y vale f(1) = 0, y el maximo absoluto estd en

x = /e y alcanza el valor f(y/e) = 4.

(111) Sea

1
an:M n > 3.

)
n2
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La sucesion es positiva y decreciente, pues la funciéon g(z) = logx/x? es decreciente

para z > /ey, en particular, para x > 3. Podemos aplicar el criterio de condensacion
de Cauchy.

La serie original tiene el mismo cardcter que la serie condensada

Z QkCLQk .

k>2
Ahora bien,
log(2¥)  klog2
k., ok _
2 Aok = 2 (2k)2 = 2k
Por tanto, la serie condensada es
k
(log2) > o
k>2

Esta ultima converge, por ejemplo, por el criterio del cociente, ya que

’ (k+1)/2+0 k1l 1
Boe kJ2F kb 2k 2

En consecuencia, por el criterio de condensacién de Cauchy, la serie es convergente.

Ejercicio 4 (2 puntos)

Sea f: (—1,1) — R dada por
f(@) = (o) —zlog(l+2),  we(-1,1).
(1) (1 p.) Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 de f centrado en x = 0.

(11) (1 p.) Evaluar el limite
i)
fm .

z—0 :L'?’

Solucion:

(1) Calculamos los desarrollos en serie de las funciones tgx y log(1 + z) en = = 0:

23 2 -
tgx:x—l—?—i—Rg(x), log(1+x):x—?+§+R3(a:).

Al elevar al cuadrado el primer desarrollo,

6 2 2
(tgx)? =2 + % + R*(x)* + §x4 + §$3R3<I’) + zR3(x),

y, al multiplicar el segundo por x,

3 ot ~
l’lOg(l + .77) = $2 — 5 + ? + l’Rg(l’)
Teniendo en cuenta que R,(x) ~ 2™, vemos inmediatamente que:
x3 x3
51,0 =2 — (2 - | = =

4
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(11) Por la férmula infinitesimal del resto,
%{L‘S + Rg (ZE) 1

tim L&) _ gy 27 T Rel®) L
z—0 73 xz—0 x3 2

Ejercicio 5 (4 puntos)

Estudiar el caracter de la siguiente integral impropia y calcularla si es convergente:
/00 dx
0 Vr(l+x)
Solucion: La integral es impropia tanto en 0 como en +oo, asi que la separamos, por

ejemplo, en el punto 1:

dx

/00 dz B /1 dx N /00
o V(l+x) Jo Ve(l+z) 1 Va(l+a)
Podemos calcular una primitiva mediante el cambio de variable:

t =/, r =t dr = 2t dt.

Entonces
/\/E(Cj::x) = 2/1f{1—tt2 = 2arctgt + € = 2arctg vz + €.
En consecuencia,
1 dx s +oo dx s
haira=r h wara s
Por tanto, la integral converge y vale

Foo dx 7 . s
— ==+ - =
o Vx(l+z) 2 2
Si no se ha podido calcular el valor numérico, atin es posible ver que la integral converge,
ya que:

1 1 L dx 1
NIV Rl v e G

Para x ~ 0,

+oo
= 2.

Por otro lad + ti ! : /+Oo d {_2
or otro lado, para x ~ +00, se tiene ~ — ==
P ’ Vr(l+z) a3/ M TP z1/?

1



