CALcuLO I: GRADO EN ING. INFORMATICA 2025/26

VERSION ADAPTADA CON SOLUCIONES

Este examen es una version adaptada del examen final planteada para resolverse en 90
minutos. Consta de 3 ejercicios y se entregard transcurridas 3 horas. La puntuacion

mazima es de 14 puntos.

En Madrid, a 16 de enero de 2026.



Apellidos: Nombre:

Grupo: 111 Caterina Campagnolo J112 Sergio Cruz

Ejercicio 1 (4 puntos)

Sea f: R\ {0} — R la funcién definida como

flx)=— Vo eR\{0}.
x
(a) Determinar el niimero de soluciones de la ecuacién f(z) = —3 para x € (—00,0).

1
(b) Demostrar que la integral impropia / f(z)dx es divergente.
0

Se considera la funciéon F': (0, +o00) — R dada por

Flz) = / .
(x) 1z t
(c) Calcular F'(z).
Solucién.

(a) En primer lugar,

/
by (e e+ 1)
f(x) = ( ) I —
De aqui vemos facilmente que f'(z) < 0 para todo x € (—o0,—1) y f'(z) > 0 para
xz € (—1,0). Por tanto, f es estrictamente creciente en (—oo,—1) y estrictamente
decreciente en (—1,0). Ademés,

—x —X

e e 6
L PR f(=1) = —e, :rlE(IJl— x

= —0OQ.

Como —3 < —e, por continuidad e inyectividad hay exactamente una solucién en
(—o0, —1) y exactamente una solucién en (—1,0). En total, hay dos soluciones.

(b) Para z € (0,1] se tiene e > e~ !, luego

11 1
Como / — dx es divergente, por comparacion también diverge / f(z)dx.
0 x 0



(c) Usando la regla de Barrow, F(x) = G(x) — G(%), siendo G cualquier primitiva de f.

T

Por tanto,
G'(1/x) f(1jz) e* e /e 1
Flz)=G = = .1— (_>
@) =G+ T = @)+ R = - (g
Simplificando,
—z —1/z —z —1/x
Fa="+c T .o
x x x
Ejercicio 2 (6 puntos)

Se define la funcién f : [0, 7] — R como
f(z) = xsen 2z.

(a) Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de f centrado en a = 0.

(b) Evaluar el limite
9.2
li £ =227
z—0 1;4

(c) Calcular el drea geométrica (sin signo) encerrada entre la gréfica de f y el eje .

Solucién.
(a) Desarrollamos sen 2z en a = 0 hasta orden 4:

(22)°
31

4
sen 2z = 2 — +O0(2°) = 22 — §x3 + Ry(z).

Multiplicando por z,
4
f(z) = xsen2z = 22° — §x4 + xR4(x).

Como zRy(x) = C8, el polinomio de Taylor de orden 4 es

4
Py(x) = 22* — §x4.

(b) Usando la expresién obtenida en el apartado anterior:

pw 4 4
i L) =207 (—3 + Cm2> =2

z—0 x4 z—0

(¢) Como x > 0 en [0, 7], el signo de f(z) = xsen 2z viene dado por el signo de sen 2z.
Asi, f > 0en [0,7/2] y f <0 en [7/2,7]. Por tanto, el drea geométrica es

w/2 ™
A:/ xsen2xd:c—// rsen 2z dx.
0 /2



Una primitiva es

rcos2r  sen2x
/$sen 2edx = — +
2 4
Por ello,
/2 s 3
/ xsen2xdas:z, / xsen?xd:v:—l.
0 4 w/2 4
Luego
T 3
=3 (5)-
1 1) "
Ejercicio 3 (4 puntos)

Se considera la sucesién {a, }nen definida por la ley de recurrencia

a; = 1,

Qi1 =/ 26, + 3 para todo n > 1.
(a) Demostrar por induccién que 1 < a,, < 3 para todo n € N.
(b) Probar que {a,} es mondtona creciente.

(c) Justificar que {a,} es convergente y calcular su limite.

Solucién.

(a) Probamos por induccién que 1 < a,, < 3 para todo n € N.
Para n =1, se tiene a; = 1, luego 1 < ay < 3.
Supongamos ahora que 1 < a,, < 3. Entonces

5 < 2a, +3<09.
Tomando raices cuadradas,
V5 < apy1 = V2a, +3 < 3.
En particular, como v/5 > 1, queda
1<an < 3.
Por induccién, 1 < a,, < 3 para todo n € N.

(b) Usando el apartado anterior, a,, € [1, 3] para todo n. Queremos probar que a, 1 > a,.
Como ambos términos son no negativos, esto equivale a probar

V2a, +3>a, <= 2a,+3>d.

Ahora bien,
2a, +3 — a2 = —(a, — 3)(a, + 1).

Como a, € [1,3], se tiene (a, — 3)(a, + 1) <0, y por tanto
2a, +3 —a2 > 0.

Asi, a,11 > a, para todo n, luego {a,} es mondtona creciente.



(c) La sucesién es mondtona creciente y estd acotada superiormente por 3. Por el teorema
de convergencia monétona, es convergente. Sea

L= lim a,.

n—oo

Pasando al limite en la ley de recurrencia,
L=+v2L+3.
Como L > 0, podemos elevar al cuadrado:
L? =2L + 3, L*—2L-3=0, (L—=3)(L+1)=0.
Asi, L=3 0 L= —1. Como L € [1, 3], necesariamente

L =3.



